Elementar Matematik

Vektorer 1 planen

L 7

Ole Witt-Hansen 2011



Indhold

1. Parallelforskydninger i planen. VEKIOTET ..........c.coviiiiiiiieiiieiieeieeite et 1
2. Sum 0g differens af t0 VEKLOTET.........cuiieiiieiiiieeie ettt ettt et e e ae e e saee e 1
3. Multiplikation af vektor med et tal ..........ccoooiieiiiiiiiiiiie e 3
4. Oplosning af en vektor efter ZIvNe TetNINZET .......cooeiiiiiiiiiieee e 5
5. VeKtorers KOOTAINALET ........oouiiiiiiiiiieieeiteie ettt e sttt ettt ete e 6
6. Stedvektor. VEKtors I@NGAC. ........eeeviiiiiiieeiie ettt e aae e st e e e e e 7
7. Drejningsvinkel. Projektion af liniestykke pa [inie............ccceevieeiiieniieiieiieciieeie e 8
8. SKATIArPrOAUKL. .....cciiiieiiiie ettt e e e et e et e e eaaeeetaeeeraaeeesbaeesnsaeeenaeeenns 10
9. Projektion af VEKtOr PA VEKLOT........c.eiiiiiiiiieiieie ettt 13
10. Skalarproduktet udtrykt 1 KOOTAINAter.........c.eeeiiiieiiieeiiecee e e 13
L1 TVEBIVEKLOT ...ttt ettt ettt ettt sbe e bt et e st e b e entesan e 16
12. Determinant fOr €t VEKEOTPAT .........cccuiiieiiieeiieeeiieeette et eeieeeeree st eeeeaeeseaeeeaaeesnaeeensneesnseeas 17
13. Liniens ligning. Afstand fra punkt til 1inie..........ccoocieviiiiiniiniiiiieeee e 21
14. Liniers skaring. To linezere ligninger med to ubekendte.............cccvveeviienciieniiiencieecieeen 22

14, KOOTdINattranSTOITNATIONET ... ..eveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e eeeeeeeeeeeeaeeeeeeeeeeeeeaeeeeeeeeeeeeneeeeneennennnnnes 23



Vektorer 1 planen 1

1. Parallelforskydninger i planen. Vektorer

En parallelforskydning af en figur i planen er en operation, hvor alle figurens punkter flyttes det
samme stykke 1 den samme retning. Parallelforskydningen som ferer punktet 4 over i punktet B kan
skrives som 4 — B. En parallelforskydning kan derfor passende illustreres ved et orienteret
liniestykke, tegnet som en pil. Det er indlysende, at to pile med samme leengde og samme retning
representerer den samme parallelforskydning. Mangden af alle pile med samme lengde og retning
kaldes for en vektor. En enkelt pil kaldes en repreesentant for vektoren. Da alle pilene svarer til
samme parallelforskydning, vil vi herefter betegne en pil som en vektor i stedet for det mere
omstaendelige - men korrekte — en repraesentant for vektoren.
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En vektor, der forbinder to punkter 4 og B i planen, skrives som 4B, men man kan ogsa skrive en
vektor som et enkelt lille fremhaevet bogstav eller et lille bogstav med en pil over.
Folgende 3 skriveméder er sdledes akvivalente:

a=a=AB
e Leengden af en vektor skrives med to lodrette streger: |a| =|a |=| AB|.
(Lengdesymbolet ma ikke forveksles med det samme symbol for numerisk veerdi af et tal).
e Blandt vektorer, findes specielt €én som har l&ngden nul. Den betegnes nulvektoren og skrives o.
Nulvektoren tilleegges ikke nogen retning.
e En egentlig vektor er en vektor, som ikke er nulvektoren.
e En vektor med lengden 1 kaldes en enhedsvektor. Enhedsvektorer betegnes ofte som e, i, j og k.
e To vektorer a og b siges at vaere parallelle, (skrives a || ), hvis der findes en reprasentant for a
og en reprasentant for b, som er parallelle.

e To vektorer siges at vere ensrettede eller modsat rettede, nar deres reprasentanter er
henholdsvis ensrettede eller modsat rettede.

e To vektorer a og b siges at vare ortogonale eller star vinkelret pd hinanden (skrives a L b) , hvis
der findes en repraesentant for @ og en repraesentant for b, som er ortogonale.

e Ved en retningsvektor for en linie, forstds en vektor, som er parallel med linien.

e Ved en normalvektor til en linie, forstas en vektor som er vinkelret pé linien.

2. Sum og differens af to vektorer

Lad os antage at vi foretager en parallelforskydning, svarende til vektoren a, og dernast en
parallelforskydning, svarende til vektoren b, som vist pd figuren nedenfor. Den resulterende
parallelforskydning, svarer da til vektoren fra a’s begyndelsespunkt til »’s endepunkt.

Da dette er resultatet af de to parallelforskydninger, betegnes det med vektoren a + b.
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Denne vektor kaldes ogsa for sum-vektoren eller summen af vektorerne a og b.
Bemark, at |@ + b| i almindelighed er side i en trekant med de to andre sider |a| og |b|.
Ifolge trekantsuligheden gaelder der, at en side 1 en trekant altid er mindre en summen af de to andre
sider.
|a + b| < |a| + |b|, hvor |a + b| = |a| + |b| geelder kun, hvis a og b er ensrettede.

Vektoraddition er kommutativ. Der gelder setningen:
(2.1) atb=b+a

Hvis man pd samme figur, som er anvendt til at konstruere a + b afsatter b ud fra a’s
begyndelsespunkt og konstruerer b + a, vil a og b udspande et parallelogram, da de modstiende
sider reprasenteret af b er lige lange og parallelle. a + b og b + a er begge diagonalen i dette
parallelogram og derforera+b=5b + a.

Denne s@tning viser samtidig, at man kan konstruere sumvektoren a + b pa en anden made.
Hvis man nemlig afsetter @ og b ud fra samme punkt og konstruerer det parallelogram, som
udspendes af @ og b, vil diagonalen vere en repreesentant for a + b.

Denne konstruktion kaldes ofte for kreefternes parallelogram. Vendingen kommer fra fysikken,
fordi man finder resultanten af to kreefter pa denne méade.

Vektoraddition er associativ. Der gelder satningen:

(2.2) a+tb+c)=@+b)+c
(2.3)

Pé figuren ovenfor er konstrueret de to vektorer: @ + (b + ¢) og (a + b) + ¢. Det ses at summen i
begge tilfelde er den vektor, der forbinder a’s begyndelsespunkt med endepunktet af c.

For vektorer geelder indskudsreglen: Hvis A, B og C er punkter i planen gelder der uindskranket:
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(2.3) AB=AC+C

N
Dette folger af definitionen pé sum af to vektorer. Specielter 0 = A4 = AB+ B

Ved den modsatte vektor til en vektor a, forstar man en vektor med samme l&engde, men modsat
rettet @. Den modsatte vektor til a skrives —a, hvilket ofte leeses som minus @”. Den modsatte

vektor til nulvektoren er nulvektoren, og der gaelder 1 alle tilfeelde at a + (-a) = o.

Betragter vi vektorligningen x + b = a, er losningen dbenbart en vektor, som adderet til b giver a.
Denne vektor betegnes differensvektoren mellem a og b, og skrives

2.4) a—b

Konstruktionen af @ — b er vist ovenfor. Vektorerne a og b er afsat ud fra samme punkt.

Det ses, at vektoren, der forbinder endepunktet b med endepunktet af a, netop er differensvektoren
a — b. Af den anden figur ses imidlertid at differensvektoren ogsa kan opnds ved at tage summen af
a og (-b). Dette fordi firkanten med siderne b og (-b) er et parallelogram , sa de to andre sider a — b
og a+(— b) er identiske vektorer. Der gelder altsa:

(2.5) a—-b=a+(—b)

P& samme made, som det er tilfaeldet med reelle tal, kan vi derfor skrive @ — b i stedet for a + (— b).
En nyttig konsekvens af dette er, at det ligesom for regning med tal gaelder: ”at man kan flytte en
vektor over pd den anden side af lighedstegnet ved at skifte fortegn”. Dette folger af nedenstaende
omskrivninger:

c=a+b <= c+(-b)=a+b+(-b) <= c-b=a

3. Multiplikation af vektor med et tal

Ved vektoren #-a, hvor a er en vilkérlig vektor og 7 er et reelt tal, forstdr man folgende:
Hvis t=0, sd er t-a = o (nulvektoren)
Hvis ¢ > 0, sé er t-a en vektor med laengden #-|a| , som er ensrettet med a.

Hvis t <0, sé er t-a en vektor med leengden -7 |a| , som er modsat rettet med a.

I alle tilfelde er leengden af #-a: |¢t-a| = |t||al.
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3.1 Eksempel
Nedenfor er vist nogle eksempler pa multiplikation af vektor med et tal.

frrmme——
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For multiplikation af vektor med tal geelder der nogle tilsyneladende simple regneregler.
Hvis s og ¢ betegner reelle tal og @ og b er vilkérlige vektorer gaelder.

(3.2) (s't)a=s(ta) (st)a=s-a+t-a ta+b)y=ta+th
Bevis for den forste regneregel: Hvis s=0 eller r=0 er begge vektorer nulvektoren. Hvis hverken s eller ¢ er 0, vil de to
vektorer (s-f)-a og s-(¢-a) have samme retning eller modsat retning af a, alt eftersom s-£>0 eller s-7<0. Endvidere gaelder
der:

\(s-0)-a| = (s D) la| = |s|-[¢|-|a| = |s|"|-a| =|s(t-a)|

Den anden regneregel er lidt mere kompliceret at vise. Hvis s og ¢ har samme fortegn, har (s+¢)-a, s-a, t-a og s-a +t-a
samme retning. Nedenfor ses, at de ogsa har samme leengde, s& det er samme vektor.

|s-a+ta|=l|s-al+|ra|=|s||a| Htl|a| =|s + t|la] = |(s + 1)-a|

Hvis s og ¢ har modsat fortegn, og s+t # 0, har s+¢ enten samme fortegn som s eller . Antager vi, at s+¢ har samme
fortegn som s, har s+t og — samme fortegn. Vi finder da ifelge ovenstadende:

s:a=((stt) + () a=(stt)a+(-))ya=(stt)-a-ta => (stf)a=sa+ta

Hvis s+¢=0, sd er t = -5, og dermed: satta=sa+(-s)a=sa-sa=o

Hvis a og b er egentlige ikke parallelle vektorer,
kan setningen: ¢-(a + b) = t-a + t-b vises, hvis vi
anvender aksiomet om at ligedannede trekanter

er ensvinklede. Nedenfor er vist de to ligedannede
trekanter, der dannes af vektorerne a, b og a+b,
samt af vektorerne ¢ a, t-b og t-(a+b).

Da trekanterne er ligedannede er siden, der svarer til
a+b lig med ¢ (a+b). Ifolge konstruktionen ses, at
denne side ogsa er ¢-a + ¢-b. Altsé er

a+hb

t(atb)=ta+tb

Hvis a og b er egentlige parallelle vektorer, er ¢-(a+b) og t-a + t-b ogsa parallelle og ensrettede, hvoraf stningen folger
trivielt. Hvis enten a eller b er nulvektoren, sé er setningen ogsa triviel.

Vi beviser endelig folgende lille s@tning.

(3.3) Hvis a og b er to vektorer, hvor a # 0, og b enten er nulvektoren eller parallel med a, sa
findes der netop éttal ¢, sa b =t-a.
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%
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Bevis: Hvis b = t-a, s er |b| = |¢||a| og dermed | | = ‘:l . Endvidere, hvis b er ensrettet med a, er > 0, hvis b er modsat
lal

rettet @ er £ <0, og hvis b = o er £ = 0,. I alle tilfzelde findes der kun et tal, som opfylder b = #-a.
At t bestemt pd denne made faktisk opfylder b = ¢-a er indlysende, idet de to vektorer har samme retning og leengde.

Ud fra (3.3) kan man specielt bestemme en enhedsvektor, som er ensrettet med en given vektor.

Det ses umiddelbart at [e] = 1 og at e er ensrettet med b

4. Oplgsning af en vektor efter givne retninger
Lad der vere givet to ikke parallelle linier / og m

samt en vilkarlig vektor ¢ = 4B .
Vi tegner to linier parallelle med / og m, gennem

henholdsvis 4 og B. Linierne skaerer hinanden 1
punktet C. Ifolge Indskudssatningen gelder:

- -

AB=AC+C
Idet vi saetter ¢;= AC og ¢,,=CB, gelder dbenbart

| B _
(4.1) c=c¢+cy

Vi har altsa faet skrevet ¢, som en sum af to vektorer, som er parallelle med henholdsvis / og m.
Denne oplesning er entydig. Antag nemlig, at ¢ ogsa kan skrives som en sum af to vektorer b; og

b, parallelle med henholdsvis / og m, s& gelder der:
C|- b1 = bm -Cy

c+e,=b+b, <=>

Pé venstre side af den sidste ligning stir en vektor, der er parallel med / og pa hejre side en vektor
der er parallel med m. Da [ og m er ikke parallelle, ma de begge vare nulvektoren og dermed: ¢; = b;

og b, = c,. Formlen (4.1) kaldes oplesning af en vektor efter to givne retninger.

Hvis ¢ =¢; + ¢, og a og b er to vektorer parallelle med henholdsvis / og m, kan vi ifelge (3.3)

bestemme tal s og #, saledes at:
c=sa og c,=tb

For to ikke parallelle retninger / og m og to egentlige vektorer @ og b, kan ¢ altsa kun pa en made
skrives som en linearkombination af a og b. Dette kaldes ogsa for oplesningen af ¢ efter a og b.

4.2) c=sa+th
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5. Vektorers koordinater

Vi indferer nu et almindeligt retvinklet koordinatsystem
med begyndelsespunkt O. Enhedspunkterne pd x og

-3 y-aksen (1,0) og (0,1), betegner vi E og F.
2 Vi lader i og j betegne de to ortogonale enhedsvektorer
£ o4 (5.1 i= OE og j= OF
J
ol = ‘r: P Disse to vektorer, kaldes for koordinatsystemets
“F basisvektorer.

Da koordinatsystemet er fuldstendig fastlagt ved O og de
to basisvektorer, betegner vi det med (O, i, j).

Ifolge (4.2) kan enhver vektor a, skrives som en entydigt bestemt linearkombination af de to
basisvektorer.

(5.2) a=xi+yj

(x,y) kaldes for koordinaterne til vektor a. Man har tradition for at navngive koordinaterne med det
samme bogstav som vektoren, forsynet med indeks ; og », og i evrigt skriver man ofte koordinaterne

pa "hejkant” og anvender lighedstegn mellem koordinaterne og vektoren, som vist med
eksemplerne nedenfor.
. (0
/ 1

a, . 1
(53) a=a1-i+azj= (a j 1= (OJ

Hvisa=a;i+ ayj og b=byi+ byj, folger det af regnereglerne for addition af vektorer og
multiplikation af vektor med tal:

at+tb=ayitayj +bri+byj=(a+b)i+(ax+b)yj
a-b=ayi+ayj -(bri+byj)=(ai-by)i+(ar-b)j
ka=k (a;i+ ayj)=(ka))i+ (kay)j

Heraf folger - ikke se@rlig overraskende - regneregler for koordinater til vektorer.

P e G
(5.4) + = - = k =
a, b, a, +b, a, b, a, —b, a, ka,
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6. Stedvektor. Leengden af en vektor

Lad der i planen vere givet et koordinatsystem (O, i, j).
For et vilkérligt punkt P = (x,y) 1 planen kaldes vektoren

D OP for stedvektoren til P.
Projektionen af P pa 1. og 2. aksen er Q (x,0) og R (0, »).
A ' Ifolge satning (3.3) geelder der:

i o ’ OQ=x1i og OR=yj ,ogdermed

6.1) OP = 00+OR = xi+yj= (x]
y

Vi har hermed vist, at koordinaterne til et punkt er lig med koordinaterne til punktets stedvektor.
a d

En vilkérlig vektor a = ( ! ] er stedvektor for punktet 4 (a;, a2), s& a= OA. Ifolge
a,

afstandsformlen gelder der:

6.2) la|=|0A| =04 = Ja’ +a’

Leengden af en vilkarlig vektor er kvadratroden af kvadratsummen af dens koordinater.
Hvis 4 og B er to vilkarlige punkter i planen gelder ifolge indskudssatningen:

(6.3) OB =04+ A4 og dermed AB=0B-0
Hvis 4 (a;, a;) og B (b1, by) gelder der
A (aq,a,)
A —b'— a - a - b
- =~ < “ OA:( lj 0og OBI( lj
a=6n B(bubt) a2 b2
o Y Indsettes dette 1 (6.3) far man
)
o N b] —a,
(6.4) AB =
2 — 4,

Vi har saledes vist den vigtige se@tning.

Koordinaterne til den vektor der forbinder to vilkarlige punkter A og B er endepunktets koordinater
minus begyndelsespunktets koordinater.

For leengden af A%B , finder man ifelge (6.2) en formel, som er identisk med afstandsformlen.

(6.5) | AB|=J(b —a,)" + (b, —a,)’
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6.6 Eksempel.
Mange sma geometriske satninger kan bevises elegant ved
vektorregning. Vi viser forst setningen:
A Koordinaterne til midtpunktet M af liniestykket, der forbinder 4 og B
er middeltallet mellem endepunkternes koordinater. Lad 4 (a; ,a,) og
M B (b; ,by) vaere vilkarlige punkter i planen. Ifelge Indskudssatningen
gelder:
— — — — — — — -
B OM = OA+ AM = OA+ % AB = OA+ 1 (OB—0A)
j - - -
6.7) OM =L (OB+ 04)
Skrevet ud i koordinater:
- a, +b
O : (6.7) OM:%( ! lj
1 a,+b,

Det ses heraf af midtpunktets koordinater er middeltallet mellem endepunkternes koordinater.

6.8 Eksempel.
Vi vil bestemme koordinaterne til medianernes skaringspunkt S'i en trekant 4, B og C.
Lad 4 = (a; ,a;) og B = (b, ,b;) og C=(c; ,c;). Vived fra geometrien,
4 at medianen forbinder en vinkelspids med midtpunktet af den
modstaende side, og at medianernes skaringspunkt S deler medianen i

- 2 -
forholdet 2:1, saledes at: AS = 3 AM
. C Ifolge indskudssaetningen gaelder:
J - - - - 2 - - 2 - -
B M OS =04+ AS = 04+ §AM =04+ §(OM— OA) 1felge

setning (6.7) er OM =5 (OB+ OC) sa vi far

- - - - - - — -
OS = 04+ 2 (OM—0A4) = 04+ (; (OC+ OB) — O4)
som kan reduceres til
R T T S - a, +b, +c¢
(6.9) OS =—(04+OC+OB)  Skrevet ud i koordinater OS =+
3 a,+b,+b,

Koordinaterne til medianernes skaringspunkt er middeltallet mellem koordinaterne til trekantens hjerner.
Da udtrykket er symmetrisk i 4, B og C, er det underordnet, hvilken af trekantens hjerner vi var géet ud fra. Vi kan
herefter — ud fra vektorregning — slutte, at medianerne gar gennem samme punkt.

7. Projektion af liniestykke pa linie. Drejningsvinkel
For at indfere skalarproduktet af to vektorer, er det nedvendigt at precisere nogle smé s@tninger fra

geometrien.

7.1 eksempel. Liniestykker regnet med fortegn.
P& en orienteret tallinie (en koordinatakse), kan man med fordel regne

liniestykker med fortegn. Et liniestykke, der forbinder punkterne 4 og

f : ! 7 B, skrives AB. Lengden af liniestykket skrives som bekendt |AB).
A & c AB regnes for positivt, hvis B ligger i den positive retning i forhold til
A ellers negativ.
+ t + > Helt pracist geelder der: Hvis AB = |4B], sa er BA =—|AB.
22 C > Om 3 punkter 4, B og C pa en tallinie gelder der uathengig af deres
) . \_’ indbyrdes placering indskudssatningen:
] ] H Cd

3 3 c (7.1) AB=AC+ CB
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Hvis B ligger til hejre for 4 og C ligger mellem 4 og B, folger det umiddelbart ata |4B| = |4C| + |CB].
Hvis B ligger til hejre for 4 og C ligger til hojre for B gelder der:

|AC| =14B| +|BC| <=> |4B|=|4C|—-|BC| <=> AB=AC+ CB
Hvis AB = —|AB|, altsa B ligger til venstre for 4, og C ligger mellem B og A, geelder der.
|BA|=|BC|+|CA| <=> -AB=—CB-AC <=> AB=AC+CB
De ovrige tilfelde af indskudssatningen kan vises helt pd samme made.

Hvis 4 og B har koordinaterne a og b, geelder der i alle tilfeelde: AB = b - a. Dette kunne ogsa vare anvendt til at bevise
indskudssaetningen.

7.2 Eksempel. Drejningsvinkel.
Hvis man har to vektorer eller to orienterede liniestykker, definerer man vinklen mellem vektorerne, som den numerisk
mindste drejning, der forer den ene vektor (eller orienterede liniestykke) over i en vektor (eller orienterede liniestykke),
der har samme retning som den anden. Med denne definition er vinklen mellem to vektorer (eller orienterede
liniestykker) altid mellem 0 og 180°.
Man har tidligere indfert begrebet retningsvinkel for en linie, som en
drejningsvinkel, der forer 1.aksens positive retning over i en retning
ensrettet med en halvlinie /. Hvis v er en retningsvinkel for /, kan
samtlige retningsvinkler for linien skrives som:

v+ p-360° 0og v+180°+ p-360°, samlet v+ p-180°
hvor p er et helt tal.
Pé figuren er indfert et koordinatsystem med to linier / og m med
retningsvinkler # og v. Vi ensker at finde vinklen w mellem / og m.
P4 helt samme made som for punkter pé en linie gelder der en
indskudssaetning for retningsvinkler (som ogsé regnes med fortegn).
Af figuren ses umiddelbart med placeringen af / og m:

V=EU+tw => w=v-u

Med brug af indskudsseetningen, galder dette imidlertid uafthaengigt af placeringen af / og m, og uathaengigt af fortegnet
og sterrelsen af u og v.

Man kan nemlig sige, at den drejning, der forer / over i m, bestér af to drejninger: En pd —u som ferer / over i x-aksen
plus en drejning v, som forer x-aksen over i m. [ alt en drejningpd w=—-u+v=v-u

Vi kan altid finde en vinkel mellem to vektorer (eller orienterede liniestykker) med retningsvinkler u og v, som v - u.
For at finde vinklen mellem de to vektorer (som defineret) ovenfor, kan det vaere nedvendigt at skifte fortegn eller
addere et multiplum af 360°. Det er dog vigtigt for det folgende at notere sig, at cos(v-u) er uforandret ved sidanne
operationer.

7.3 Eksempel. Projektion af liniestykke pa en orienteret linie.

Ved projektionen af et punkt pé en linie, forstar man nedfaldning af den vinkelrette. Man tegner (konstruerer) en
(stiplet) linie, gennem punktet P vinkelret pa linien /. Projektionen P; af P pa linien / er skaringspunktet mellem de to
linier.
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Projektionen af et liniestykke AB pa en linie / er liniestykket 4,B;, som forbinder projektionen af 4 og B pa I. Hvis AB er
vinkelret pa / kan projektionen udarte til et punkt.

Hvis man indferer en orientering pé linien /, og lader v, vaere drejningsvinklen mellem liniernes positive orienteringer,
fra / til AB, sa gelder der, idet liniestykkerne regnes med fortegn: 4,8, = AB cos v.

Bevis. Hvis vi parallelforskyder AB vinkelret pd linien /, s& A ligger pé /, er projektionen af 4B uforandret. Se figuren
ovenfor.

Hvis v < 90° , ses det ud fra den retvinklede trekant 4,B’B; , at |4,B)| = |AB’| cos v og dermed 4,8, = AB cos v.

Hvis 90° < v < 180°, vil der gelde: |4,8)| = |4B] cos (180°-v). Idet A,B,=—|4,B, gelder som for: A,B,= AB cos v.

For et brudt liniestykke, AC og CB, som vist pa figuren, vil der gelde, at summen af den med fortegn regnede
projektion af AC og CB vil vaere lig med projektionen af AB. Hvis drejningsvinklerne til AC og CB begge er mindre end
90°, (eller begge er mellem 90° og 180°), folger dette umiddelbart af figuren. I andre tilfzlde, folger satningen ved at
anvende indskudssatningen for 4,, C; og B), som er projektionen af 4, C og B pa /.

Dette kan generaliseres til folgende satning:

(7.4)  Projektionen af en brudt linie pé en linie er lig med projektionen af den linie, som forbinder den brudte linies
endepunkter.

8. Skalarprodukt

Resultaterne fra eksempel 7.2 og 7.3, kan direkte overtages
til at gaelde for vektorer. Et orienteret liniestykke, kan
nemlig opfattes som en reprasentant for en vektor, sa
vinklen mellem to vektorer og for projektion af vektor pa
vektor har samme betydning som for deres reprasentanter.
Dette forer umiddelbart til s@tningen:

(8.1) Summen af projektionerne af to vektorer a og b pa en

o]
‘r‘"”’;/‘"l{) vektor ¢, er lig med projektionen af sumvektoren a + b.
(a4 'e

Betegner vi projektionen af en vektor a pd ¢ med a. ,

/> geelder der altsd.
-
c

a.+b.=(a+b).

Vi vil nu indfere skalarproduktet af to vektorer. En skalar betyder et tal — 1 modsatning til en
vektor. Vi indferer skalarproduktet geometrisk, dvs. uathangigt af et valgt koordinatsystem.

Ved skalarproduktet mellem to egentlige vektorer forstdr man produktet af deres l&ngder gange
cosinus til vinklen imellem dem. Skalarproduktet med en nulvektor er nul. Skarlarproduktet skrives
med en prik 7+ og det betegnes ogsa som prikproduktet.

(8.2) ab = |a|'|b|-cos v ,hvor v=/ (a, b) er vinklen mellem a og b.

Det er vigtigt at notere sig, at |b|-cos v er den med fortegn regnede projektion af en reprasentant for
b pa et liniestykke med samme orientering som a.

Tilsvarende er |a|-cos v er den med fortegn regnede projektion af en repreesentant for a pa et
liniestykke med samme orientering som b.
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For regning med skalarproduktet geelder der nogle vigtige satninger.

(8.3) ;- Z = Z Z (Kommutative lov)
(8.4) aa=laf

(8.5) c-(a+b)=c-a+cb  (Distributive lov)
(8.6) a-(kb)y=b-(ka)=k(b-a)

8.7) ab=0 < a=ov b=ovalb

(8.3) folger umiddelbart af definitionen, idet: / (b, @) =—-/ (a, b) og cos(v) = cos(-v).

(8.4) folger af: a-a=|al|a|cosO=|al

Hvis vi setter u = Z(a,c),v=4(b,c) ogw=-L(a+ b, c), sd kan (8.5) vises ved falgende
omskrivning:

e e - o - o

-> - -
c-a+c-b=cl||alcosu+|c||b|cosv =|c|(a|cosu+|b|cosV)

(cl(a +b)=c|(a+h), =|c|-|ath|cosw=c(a+b)

Vi har her som tidligere med a., b. and (a + b). betegnet de med fortegn regnede projektioner af
en reprasentant for a , b og a+b pa et liniestykke orienteret pd samme made som ¢, og anvendt
setning (7.4).

Satning (8.6) folger af, at hvert af de 3 udtryk kan opfattes som leengden af a gange & gange
projektionen af b pa a.

(8.7) folger umiddelbart af definitionen af skalarproduktet samt nul-reglen for et produkt af tal, idet

-> > > o - -
ab=0 < Ja|b|cosv=0 < |al=0 v |b|=0 v cosv=0
-> > -

ab=0 & a=o0 v b=0 v v=90°
Heraf folger den vigtige seetning:

To egentlige vektorer, er ortogonale, hvis og kun hvis deres skalarprodukt er 0.

> > - - - - - -

ab=0< a=0v b=0o valb

Med regnereglerne for skalarproduktet, geelder mange af de regneregler vi kender for regning med
reelle tal, men hvor addition er erstattet af vektorsum og multiplikation af skalarprodukt.

For det forste har man tradition for at sette: a-a = a*. (Men det kan ikke anvendes pa hejere
potenser — naturligvis). Vi vil herefter vise “kvadratsatningerne” ved anvendelse af regnereglerne
(8.2)-(8.7)
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(@a+bY=(@@+b)(a+b)=a-(a+b)+b(a+b)=aa+ab+ba+bb
(a+ by =da’+b*+2ab
Og pé samme made:
(a-bY=da+b*-2ab
Helt tilsvarende far man
(a-b)y(a+b)=a-(a+b)-b(a+b)=aa+ab-ba-bb
(a - b)(a+b)=a*-b*
Endelig bemaerker vi at

la:b| = ||a|‘|b|-cos v| < |a||b|, da cosinus til en vinkel altid er numerisk mindre end 1.

8.9 Eksempel.

Om to vektorer a og b geelder:  |a|=2, |b|=3 og |a+b=3
Bestem gradtallet mellem a og b.

Vi finder forst skalarproduktet ud fra oplysningerne.
la+b|=3 => |la+b=9 => (a+b)’=9 <= &+b+2ab=9 <=
la*+ b’ +2ab=9 <= ab=-2

@b —%: v =109,47°

lal-]b|

CoOS v =

8.10 Eksempel
Vi vil bevise setningen, at i en vilkarlig trekant skerer hgjderne hinanden i samme punkt.

Pé figuren er vist en trekant ABC. Der er tegnet hgjderne fra 4 og B,
som skarer hinanden i punktet P.

- -

Endvidere er tegnet vektoren ¢= PC . Vivil vise,atec 1. AB .

A
- -
O Idet a=PA og b= PB gzlder der
- - -
AB = PB - PA =b-a
Tilsvarende er
- C - - - - - -
B BC=PC-PB=c-b og AC =PC -PA=c-a
Ifolge konstruktionen geelder: @ L (c—b) og b L (c—a), hvoraf folger
a(c-b)=0 og b(c—-a)=0 <= ac=ab og bc=ba =

5
ac=bc <=> ac-bc=0 <=> (a—b)c=0 <=> ¢ L(a—-b) <=>c L AB

Vi har derfor, at CP er hejden fra C p&d AB gennem P, sé i en trekant gar hgjderne gennem samme punkt.



Vektorer 1 planen 13

Bemerk, at vi har regnet eksempel 8.10 rent geometrisk uden anvendelse af koordinatsystem. Vi vil nu vise, hvorledes
man simpelt kan udlede cosinus-relationen uden anvendelse af koordinatsystem.

8.11 Eksempel. Cosinus-relationen.
P& figuren er vist en trekant ABC.

B - -
Visaztter c= AB ,b= AC og hermed
- - —
~> a=BC = AC—AB =b-c¢
c - =7
bh-C
Det er klart at trekantens sider har lengderne
a s ¢ =|c|,b =|b| and a= |b- | Vi udregner da a’.
=
& C a=b-cf=b-c)=b"+c*=2bc=|b+|c|*-2 |b]|c| cos A
(8.12) a=b+c-2bccosd

Som er den velkendte cosinus relation for siden a.

9. Projektion af vektor pa vektor

-> >

Vi har tidligere vist, at skalarproduktet a-b = |a|-|b|-cos v, hvor v= Z(a,b), kan fortolkes som |a|
gange b,, hvor b, er den med fortegn regnede projektion af en reprasentant for b pa en linie som er
ensrettet med a. Ganger vi denne projektion med en enhedsvektor, som er ensrettet med a, sa finder
vi projektionen b, af b pa a.

- b, = (|6 |cosv)e, =42 L
b lal |al
7 |
P \—/\D}% Heraf finder man formlen for projektionen af en vektor b
. \ pa en vektor a.
- \
VY e > 4db > ab o
- 9.1) b=, =274
7 a| la|
ect-

For leengden af projektionen | b, |, fir man ved at tage leengden pd hejre side af det forste udtryk

(9.2) b

|a|

10. Skalarproduktet udtrykt i koordinater

Vi indferer nu et koordinatsystem (O, i, j) i planen. Da i og j er ortogonale enhedsvektorer gelder
der

(10.1) P=ii=1, j=jj=1og ij=ji=0
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Lad a og b have koordinaterne 2 = (al) og ; = (?j . Der galder saledes:
az 2

a=ajitay og b=bji+by
Vi udregner nu skalarproduktet a-b ved hjelp af regnereglerne for skalarprodukt og (10.1)
ab = (a1i + azj) “( bii + byf) = arbyi* + a\bisj + asbyjei + azboft = arby + azby
Vi har da fundet folgende vigtige udtryk for skalarproduktet udtrykt i koordinater
(10.2) ab=a,b) + arb,

10.3 Eksempel

- -
Vi vil bestemme et koordinatudtryk for projektionen af b = (i) pa a= (i) , samt vinklen mellem de to vektorer.

_’Z 28
e a, —> i (_ _—
b = ) a= 2:4+5:(=3) (:1): 7 (:1): 25

Ifelge (9.1) geelder:

LN 2, 322\ 25 3/ 21
| (\/4 +(=3)7) 5
For vinklen har vi ifelge definitionen af skalarproduktet:
. 2.4-13.
cos v = —20 303 = v=105,07°

-7
lal-15] N4+ (=3)N27 457 529

10.4 Eksempel. Additionsformlerne.
Additionsformlerne er fellesnavnet for nogle formler til beregning af cos(u-v), sin(u-v), cos(u+v) og sin(u+v).
Lad e, =(cos u, sinu) og e,=(cos v, sin v) vaere to enhedsvektorer, svarende til retningsvinklerne « og v. Vinklen
imellem dem er (pa neer fortegn og et multiplum af 360° som lader cosinus uforandret) er u-v. Tager vi skalarproduktet
af de to enhedsvektorer, far vi ifolge definitionen:
e, e, = e, ||e,| cos(u-v) = 1:1- cos(u-v) = cos(u-v)
Udregner vi derimod skalarproduktet i koordinater far man
e, €, = COS 1 *cOS V + sin u *sin v
Heraf fas den forste af additionsformlerne
(10.5) cos(u-v) = cos u *cos v + sin ¢ *sin v
Erstatter vi v med —v finder man

cos(u+v) = cos u +cos(-v) + sin u *sin(-v) = cos u *cos v - sin u *sin v

(10.6) cos(u+v) = cos u *cos v - sin u *sin v

Erstatter vi i (10.6) u med 90-u, finder man

c0s8(90-(u-v)) = c0s(90 — u) +cos v — sin(90 — u) *sin v
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som giver

(10.7) sin(u-v) = sin u *cos v — cOS u *sin v

Og endelig, hvis man erstatter v med —v i (10.7) far man
(10.8) sin(u+v) = sin u *cos v + cos u *sin v

Det skal bemerkes, at additionsformlerne ligesom cosinusrelationen folger meget elegant af vektoregning. Den
geometriske udledning af additionsformlerne er meget tungere.

10.9 Eksempel. Cosinus og sinus til den dobbelte og halve vinkel.

Hvis vii(10.6) og (10.8) satter u = v = x, far man relationerne,
cos(x+x) = cos(2x) = cos x *cos x - sin x *sin x = cos’x - sin’x
sin(x+x) = sin(2x) = sin x *cos x + cos x *sin x = 2sin x *cos x

Anvender man grundrelationen cos’x + sin’x = 1 med omskrivningerne cos®x = 1 - sin’x <=> sin’x=1 - cos’x pa
formlen for cos(2x), far man felgende formler:

(10.10) c0s(2x) = cos’ x - sin”x = 2cos’x — | = 1 - 2sin’x

(10.11) sin(2x) = sin x *cos x + COS X *sin x = 2sin x *Cos X

Erstatter man x med 2x i (10.10) far man formler for cos(’2x) og sin(%2x).
cos(2x) = 2cos’x — 1 => cosx =2 cos’ (Yax) — 1

Loses denne ligning med hensyn til cos(Y2x) far man:

(10.12) cosgzi chosx (Anvend plus, nar Yax ligger i 1. eller 4. kvadrant, ellers minus)

Tilsvarende fir man fra cos(2x) = 1 - 2sin’x

1—cosx
2

singzi (Anvend plus, nér 'ax ligger i 1. eller 2. kvadrant, ellers minus)

10.13 Eksempel

De logaritmiske formler for addition af sinus og cosinus.

Ved at addere de to additionsformler (10.5) og (10.6) far man

cos(u-v) + cos(u+v) = cos u *cos v + sin u *sin v + c0OS # *c0OS v - sin u *Sin v = 2¢0S u *COS V.

Indferer vi nu x = u-v og y = u+v og leser med hensyn til  og v, far man: u =%(x +y) ogv="(x-y)
Indsettes dette ovenfor fir man den forste af de logaritmiske formler

X+ X—
(1014) cosx+cosy:—20cosTycosTy

15

Formlerne kaldes for logaritmiske fordi man erstatter en addition med en multiplikation. P4 helt tilsvarende vis, far man

de gvrige logaritmiske formler.
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(10 15) cosx—cosy=72$inx+—ysinﬂ
2 2

(10 16) sin x+sin y:ZSinizycosx;zy

(10 17) sin x—siny:ZcosHTysin%

11. Tvaervektor

- A -
For en vilkarlig vektor a , definerer man tveervektoren a til a , som den vektor der fremkommer

ved at dreje a en vinkel 90° i positiv omlgbsretning. Af definitionen folger, at

N
A d

A g
la|=la| og a=-a

Endvidere ses det, at
0=0 ) I = ] » ] =-1

Der galder nogle sma satninger for regning med tvaervektorer

A A A VANVAN
(11.1) ka=ka og a+b=a+b

Af figuren nedenfor fremgér det, at vektorerne ka og a vil vare ensrettede eller modsat rettede

—

eftersom k-a og a er det. Endvidere har kAa og kcAz samme lengde, idet
|ka|=|ka|=|k||a|=|k|al=kal

Hvoraf folger kAa = kgz .

=

ka

@

- - - - - - - > o
Idet a og b er vilkérlige vektorer betragter vi trekant OAB, hvor OA=a, AB=b og OB=a+b .

Ved en drejning pa 90° omkring O feres 4 over i A;, B fores over i B, . der gelder derfor:

- A DA - A - > -
O4, =a, AB =b og OB =a+b. Idet OB, = OA+ A4 B,, ses, at der gelder

A VANEEVAN
a+tb=a+b
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Tveervektoren til en sum af vektorer er lig med summen af tvervektorerne til de enkelte vektorer

- a - > - - -
Lad en vilkarlig vektor a :( 1] 1 et koordinatsystem (O, i,j). a=a,-i+a,-j.
a,

Ved anvendelse af regnereglerne for tvaervektor, finder man

A AN AN A AN A d d

a=a,-it+a,-j=a,-i+a,-j=a,-i+a,- j=a,- j—a,-1

N
Heraf ses, at tvaervektoren til a har koordinaterne

(11.2) 2:(_‘22]
al

11.3 Eksempel

N
. . 2
I et koordinatsystem er givet vektoren a = [ 3] . Om en vektor b oplyses, at

- > - A
a-b=4 and a-b=-19
N
Bestem koordinat szttet for b .

- (b ~ (=b
Visztter b = (bl som giver b = b g og opskriver derefter de to skalarprodukter i koordinater
2 1

2'b1 - 3b2 =4 0g 2(-b2) - 3b1 =19 <=>

2'b1 -3'b2:4 0og 3’b1+2'b2 =-19

- (5
Ved at lgse disse to ligninger mht. b, og b, fair man b = (2j

12. Determinant for et vektorpar
For to vilkarlige vektorer a og b, definerer man determinanten det(a, b) for vektorparret som

12.1) det(a, b) = a-b

- a A —a - b
Hvis a :( lj , :( zj og b= (blj og udregnes determinanten i koordinater finder man

a, a; >

det(a, b)= a-b = (-a)bi+arbs = arbs - arby
(12.2) det(a, b) = a;*b; - ay'b;

Ud fra koordinatudtrykket, ses at det(b, a) = - det(a, b), idet

17
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det(b, a) = (-by)-a1+by1-ay = -(a,"b, - ar'by) = - det(a, b)

Determinanten skrives ofte ved hjelp af et determinantsymbol, som er to lodrette streger, hvor
koordinaterne oftest skrives pa “hegjkant”.

a, b

(12.3) det(a, b) =
a, b,

Som en udregning viser, kan koordinaterne ogsa skrives “rakkevis”.

a, b

a, b,

a a,

b b,

det(a, b) = =a1'by - ar'b;

For egentlige vektorer a og b gelder at a er parallel med b, hvis og kun hvis determinanten af
vektorparret (a, b) er nul.

(12.3) al|lb <=> det(a, b)=0
Dette folger af

-> >

det(a, b)=0 < a-b=0 < a L b <alb
Der gzlder folgende geometriske satning:

For egentlige vektorer a og b geelder, at |det(a, b)| er arealet af det parallelogram som udspcendes
afa og b.

Lad der vere givet to egentlige vektorer a og b, samt punkter O, 4 og B saledes at a = 0A4 og

b = OB . Vi minder om formlen for leengden af projektionen af vektor pd vektor.

- >
- ’ab‘ - > - -
b, |F——=— < la-b|=allb,|

F—=

|al
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Formlen udtrykker, at den numeriske vaerdi af skalarproduktet er lig med leengden af den ene vektor
gange lengden af projektionen af den anden vektor pa den forste.
Anvender vi dette pa determinanten af vektorparret (a, b) far man:

(12.4) |det(a-b)[=[a-b|=[a||b,|=|allb,]

|a | er lengden af a, og | b, | er lengden af b ’s projektion pd 21 . Som det fremgér af figuren

ovenfor, er | b, | netop hejden 1 det parallelogram, som har a , som det ene st parallelle sider og

- —> A A
b som det andet. Dette gzlder, hvad enten b, er ensrettet med a eller modsat rettet a . Heraf
folger:

- -

(12.4) | det( Z, Z) | =] aA Z | = Arealet af det parallelogram, der udspandes af a ogb .

12.5 Eksempel: Arealet af en trekant, udspeendt af to vektorer.

Lad en trekant vaere givet ved punkterne A(-3,2), B(4,5) og C(7,0). Arealet af trekanten er halvdelen af arealet af det
N -
parallelogram, der udspandes af vektorerne 4B og AC

- 7 10
S| =17 (2)=3-10]=22

Arealet af trekanten er derfor: 7 ="' | det( 4B, AC) | =% | 3

12.6 Eksempel: Arealet af en trekant udtrykt ved koordinaterne til 4, B og C..

- -

Hvis: 4(a,a,). B(bb,). C(c,c,) er koordinaterne til vinkelspidserne, s er: 48 = (b, - a,.b, - a,) . AC = (¢, —a,.c, — a,), OF
dermed:

-> o

1 e a-a
T = - | det(4B, AB)'|=

by—a, ¢-a,

-> -
Man definerer omlobsretningen for vektorparret (a , b ) , som positiv, hvis den mindste drejning,
-

N
der farer a overi b eriden positive omlobsretning.
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Det ses endvidere pé figuren, at b' er ensrettet med a, ndr omlebsretningen for vektorparret
- - - A

(a,b)erpositiv, og b' er modsat rettet a, nar omlebsretningen for vektorparret
- -

(a,b)ernegativ. Heraf ses, at fortegnet for omlebsretningen er den samme, som fortegnet for

determinanten det( a, b) udtrykt ved skalarproduktet a-b .
Ved retningsvinklen for en vektor a, forstar man retningsvinklen for en halvlinie, som er ensrettet

, , . , , . = = (cosv
med a. Hvis P er retningspunkt pa enhedscirklen for en vinkel v, s& geelder der: e =OP =| . .
sinv

) ) ) — = (cosv
En vektor @ med retningsvinkel v kan derfor skrives a =|a| | .
sinv

Det er herefter muligt, at opskrive et udtryk for |det(a, b)|, svarende til det vi kender for
skalarproduktet.

Skalarproduktet er uathangig af valget af koordinatsystem, s ved udregning af et skalarprodukt,

kan vi veelge koordinatsystemet som vi ensker. Vi velger da 1. aksen, s& den er ensrettet med a.
Hvis vinklen mellem @ og b er v, er denne vinkel retningsvinkel for b. Heraf folger:

- (7 — = (cosv
a=\lal] og b=|b|( )

0 sinv

og hermed

A > > - -

- > - >

(12.6) det(a,b) = | ¢ Elcosv:|a||b|sinv — det(a,b) =|a||b|sinv

0 |b|sinv
12.7 Eksempel. Sinusrelationerne.

> > > o

Lad os teenke os en trekant ABC udspaendt af to vektorer « = CB og b = C4, sd svarer |a| til siden a, |b| til siden b og
den mellemliggende vinkel er C. Ifglge formlen ovenfor kan man finde arealet af trekanten som

T =" det(a, b) = V>ra'b-sinC
Helt tilsvarende far man formlerne 7= Y2>-b-c'sind og T= Y2a-c-sinB. Ved at satte
Ya-b-c'sind = Yaa-c-sinB = Y2:a-b-sinC

og dividere igennem med Y2-a-b-c genfinder man sinusrelationerne:

sin4 _sinB _sinC
a b c
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13. Liniens ligning. Afstand fra punkt til linie

Lad en linie / i planen vere fastlagt ved et punkt Py (xo,)0) og en normalvektor til linien n = (Zj .

)4
)4 P(x.yo
n
{
P x,4)

. Fy(x4.¥0)

> 0 e
0 M v

Vi kan da udtrykke folgende:

Punktet P(x,y) ligger pa linien, hvis og kun hvis vektorerne n og F, P er ortogonale, altsd hvis

> o

n PP =20 =
ax-x9) +b(y-y) =0 <
ax + by —axy- byy =0 =

(13.1) ax +by +¢ =0

hvor vi har sat ¢ = -ax - byy .

Det bemerkes, at ligningen ogsa er opfyldt, nar P = Py, idet F,F, = o.
Afstanden d = dist(P),[) fra punktet P, til linien /, kan pa samme méade findes ved at udtrykke, at d

er lig med leengden af projektionen af vektoren PP, pd n.For projektionen afa, af en vektor a

pa en vektor b, og for lengden af denne projektion, har vi tidligere fundet de to udtryk.

S abo S e
(13:2) ar="25 og ="
b b
Heraf fés:
;-PAP
(4.3) d =dist(l,P) = o _ |a(x1 —x)+b(y, —y0)| _ |ax1 +by, +c|
n Jat +b* e

Det sidste udtryk svarer til det, vi tidligere har udledt i den analytiske geometri uden brug af
vektorer.
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4.4 Eksempel:
1) En linie / har normalvektoren n = (3,4) og linien gar gennem P(-2,2). Bestem en ligning for linien.
Vi indsaetter i a(x - xo) + b(y - y9) = 0 og far:
3x+2)+4(y—-2)=0 <=> 3x+4y-2=0
Bestem afstanden fra linien til punktet A(4, -5).

[3-4-4-5-2|
1>

V32442

2) En linie har retningsvektor r = (1,-2) og gér gennem (-4, 2). Bestem en ligning for linien.
Tvervektoren til r, vil vaere en normalvektor til linien. n = (2, 1). Heraf bestemmes linien ligning som for

Ved indsettelse i (4,3) fas: d=

2x+4)+1(y-2) =0 <=> 2x+y+6 =0

14. Liniers skaering. To linezere ligninger med to ubekendyte.

Nér man skal lgse to line@re ligninger med to ubekendte, skrives det i almindelighed op pa felgende
made:

a\x + by =c

ax + by =c

Dette kan opfattes som ligningen for to linier, (hvor C er flyttet over pa den anden side af
lighedstegnet). En lgsning (x, y) svarer til et koordinatset, der tilfredsstiller begge ligninger, og som
dermed er liniernes skeringspunkt.

G

Ligningssystemet kan imidlertid ogsa opfattes som en vektor ¢ = ( j , der er skrevet som en

&)

> [(a > (b
linearkombination af vektorerne a :( lj og b= (blj . Opfattet pad denne made far
a, 2

ligningssystemet udseendet:

- - >

(13.1) xa+yb=c
Pointen er nu den, at opfattet som en vektorligning, kan ligningssystemet lgses ved ren

N
vektorregning. Multiplicerer vi nemlig ligningen skalaert med tvarvektoren a , finder man

N > A =l A

N
xaa+ya-b=ac

A > N - > -

a-a =0, da de er ortogonale ifelge definitionen pa tvaervektor. Hvis a-b # 0 < det(a,b) #0 < a

og b ikke er parallelle, s& har ligningssystemet, netop en lesning y.

det(a, ¢)

det(a, b)

(13.2) y=2Co
ab
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P4 helt tilsvarende méde, ved at multiplicerer ligningen skalert med tvarvektoren til b .

xb-a+ybb=brc
- bc det(b,c) —det(c,b) det(c,b)
b-a det(h,a) —det(a,b) det(a,b)

det(a, b) kaldes for ligningssystemets determinant. Hvis determinanten er forskellig fra 0, har
ligningssystemet netop 1 lesning, givet ved udtrykkene ovenfor.

Opskrives lgsningen ved hjelp af koordinater giver det

aixx + by =c
ax + by =c;

Ligningssystemets determinant betegnes D.

¢ b a ¢

¢, b, a ¢
x= A Y=

a, b a, b

a, b, a, b,

23

At lose to linezre ligninger med to ubekendte pd denne méde betegnes som determinantmetoden.

Eksempel. To linezre ligninger med to ubekendte
Lad der vaere givet de to ligninger

2x -3y =4
-x +5y =7
-4 3
5

2 -4
-1 7

1

7

10

Determinantener D = ‘ 21 ;3‘ =7=0, s ligningssystemet har netop en lgsning: »= !
15. Koordinattransformationer

Vi vil se pa koordinattransformationer ved rotationer i planen. Nedenfor er vist to
koordinatsystemer med samme begyndelsespunkt, men hvor det ene koordinatsystem er drejet en
vinkel O i1 forhold til det andet. Basisvektorerne 1 de to koordinatsystemer fremgar af figuren.

y
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Da i) er en enhedsvektor med retningsvinkel 0, har den koordinaterne i; = (cosé, sin6).
Ji er tvaervektoren til i) , sd j; = (-siné, cos#). Der gaelder altsa:
iy =cos@-i+sinf-j
- - -
Jy=—sin@-i+cosf-j
R

I det almindelige koordinatsystem har punktet P og dermed stedvektoren OP koordinaterne (x,)),
mens P i det roterede koordinatsystem har koordinaterne (x;,y1).

OP=x-i+y-j og OP=x-i+y, ]J
Indsattes udtrykkene for i, og j, iden sidste af ligningerne, og samles leddene med hensyn
til i og j finder man:

OP=(x,y)=(x,-cos@—y,-sinf)-i+(x,-sinf+y -cosf)-j
Hvor vi samler x-koordinaten og y koordinaten.

xX=x,-cos@—y -sinf og y=x -sinf+y -cosf

Hvis ligningerne loses pa saedvanligvis med hensyn til x; og y; far man til slut de enskede
transformationsformler

(14.1) X, =x-cos@+y-sinf og y =-x-sinf+y-cosf

Man har tradition for at skrive transformationsformlerne pd “matrixform”. Forstekoordinaten i
sojlen til venstre far ved at gange (som ved et skalarprodukt) ferste reekke 1 matricen med sgjlen til
hajre, og sddan fremdeles.

X, cosd sinf | x
(14.2) =l
Y —sind cos@ )\ y
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