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Kap 1. Graenseveardi og kontinuitet

1. Graensevaerdi

Matematikken kan groft set dele op i Algebra og Analyse. I analysen anvender man ogsa algebra,
men tilfojer et vaesentligt begreb, som kaldes grenseveerdi. Grenseverdibegrebet er helt afgerende
for udviklingen af differential- og integralregningen. Det er netop disse to discipliner, der er de
mest anvendte i alle andre videnskaber, iser fysik, kemi og ekonomi.

Betragter vi funktionen f(x) = %xz —2,sder f(2) = 0. Tenker vi os, at vi lader x naerme sig til 2 (fra
hgjre) gennem vaerdierne 2,1 ; 2,01 ; 2,001 ; 2,0001 osv. eller fra venstre 1,9 ; 1,99 ; 1,999 ;1,9999
osv. sé vil f{x) (ikke overraskende) nerme sig til tallet 0.

Hvor banalt dette end kan lyde, sé afspejler det en af grundleggende egenskaber ved de reelle tal.
De reelle tal ligger "uendelig taet". Der er ikke én "efterfolger” til et reelt tal. Mellem to forskellige
reelle tal, ligger der uendelig mange reelle tal.

Noget tilsvarende kan siges om de rationale tal, men der er alligevel en forskel. Denne forskel er
mere subtil. For de reelle tal geelder nemlig, at greensevardien (hvis den findes) for en folge af reelle
tal er altid et reelt tal. Det er derimod relativt let af lave en folge af rationale tal (decimalbreker) ,
som n&rmer sig til V2, mens /2 som bekendt ikke er et rationel tal.

Vi kunne ogsa naevne, at som vist tidligere, sa: (1+1)" —>e for n—> o

Visiger, at f(x)=1x" -2, har grensevardien 0 for x gdende mod 2. Dette skrives matematisk:

(1.1) f(x)>0 for x—>2

Det er lidt misvisende at sige, at man kan se dette pa en graf af f{x), fordi vi jo netop tegner grafen,
sa f(x)>0 for x—>2.

Mens grenseveardien af f{x) kan synes helt banal, sa stiller sagen sig helt anderledes, hvis funktio-
nen ikke er defineret, der hvor vi ensker at bestemme graensevardien. Ser vi f.eks. pa funktionen:

sin x
=0

fx)=

x 3
S4 er f(x) ikke defineret for x = 0 , men derfor kan man godt tale om en eventuel graenseverdi for x

géende imod 0. Vi understreger, at man ikke bare kan indsette 0 pa x' plads, idet % er udefineret, i

den forstand, at det kan vere graensevardi for alle tal fra minus uendelig til uendelig.

sin x

Hvis man pé grafregneren indsetter tal ner ved 01 f(x) = vil man finde at jo tettere tallene er

pa plus/minus nul, jo taettere er f{x) pd tallet 1. Dette kan vi skrive symbolsk.

sin x

—>1 for x—>0
X
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Bemark, at en funktion ikke behaver at vere defineret 1 det "punkt", hvor man vil bestemme gran-
sevaerdien, og det er netop 1 sddanne tilfelde, at grensevardibegrebet kan anvendes 1 en ikke triviel
sammenhang.
For at bygge teorien op, er det nedvendigt at formulere en pracis definition af grenseverdi. Til de-
finitionen, skal vi anvende begrebet symmetriske omegne. Man har i denne forbindelse tradition for
at betegne et lille tal med de graske bogstaver ¢ eller 6.
Talmangden

o(x0): |x-x0]<e < xp-e<x<xyte

betegnes som en symmetrisk omegn omkring xp. En udprikket omegn er en omegn, hvor man har
fjernet xo. Den kan skrives som:

@'(x0): 0<|x-x0] <0
Formuleringen af at f{x) har grensevaerdien a, nir x gir imod x er da:

Ligegyldig, hvor lille en omegn w(a) man velger omkring a, sa kan man bestemme en udprikket
omegn o '(xy) omkring xo, sd nar blot x tilherer w'(x¢) sa tilherer f{x) omegnen w(a).

Nér man skal formulere matematiske satninger, anvender man ofte to vendinger:
For ethvert x geelder: Skrives symbolsk med en alkvantor: Vx:

Der findes et x for hvilket det geelder: Skrives symbolsk med en eksistenskvantor: Ix:

For symbolet

(1.2) f(x)—>a for x—x,

anvendes ofte en akvivalent skrivemade:

(1.3) lim f(x)=a

X=X
Dette leses som "limes" f(x) er lig med a, for x gdende mod x,.

Med anvendelse af alkvantor og eksistenskvantor, kan vi nu give en mere kompakt definition af
grensevardi.

f(x)—>a for x>x, < lim f(x)=a <
1.4 %
(14 Vo(a):3o'(x,)):xeo'(x)) = f(x)ew(a)

Det sidste leses som folger:
For enhver omegn omkring a, eksisterer (findes) der en udprikket omegn omkring xo, sa nar blot x
tilherer den udprikkede omegn omkring x, sa tilherer f(x) omegnen omkring a.



Granseverdi og kontinuitet 3

Der findes en anden &kvivalent formulering af definition af greenseverdi

f(x)—>a for x>x, <
Ve>036>0: 0<x-x,<d = |f(x)—alke

Nedenfor er vist 3 eksempler pa en funktion, der alle har en graenseverdi 1 xo. Bemaerk iser, at funk-
tionsverdien i x¢ er uden betydning. Eventuelt er funktionen slet ikke er defineret 1 x .

g =

o

/

I den forste figur, er grenseverdien 1 xo lig med funktionsvardien a = f(xo).
I den anden figur er fikke defineret 1 x¢. f(x) har greensevardien a for x — xy.
I det tredje tilfeelde er f{xg) #a. f{x) har grensevardien a for x — xy.

Nedenfor er vist 3 figurer, hvor f{x) ikke har nogen graensevardi for x — xy.

i 3

i r

| :

!

s by 1 »

e * / X . o ”

1.1 Regning med greensevaerdier
Givet at f{x) og g(x) er defineret i en udprikket omegn af xo, og at de er begreensede i en udprikket

omegn omkring xo. "Begrenset" indeberer, at der findes en omegn w(xy), og tal M og K, séledes:

xe o(x) = <K og g <M

endvidere, at de to funktioner har en grensevardi for x gaende mod xy.

f(x)—>a for x—x, og gx)—=>b for x—x,
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Vi vil da vise, at

(1.6) keR = (kf)(x)—>ka for x—>x,

(1.7) f@)+g(x)>a+b for x—x,

(1.8) fx)-g(x)>a-b for x—>x,

(1.9) fx)-g(x)>a-b for x—x,

(1.10) Hvis b20 s gaelder 1) 52 o X,
g(x) b

Vi vil ikke bevise alle s@tningerne. Beviserne ligner meget hinanden. Vi beviser forst (1.7).
Vi skal for et forelagt £ bestemme et o, saledes, at

O0<x=x,[<d = |f(x)+gx)-(a+d)ke
| f(x)+g(x)—(a+b)| kan vurderes som folger:
| f(D)+g(x)=(a+b)[ =[f(x)—a+gx)=b| < [f(x)-a|+|g(x)-D]
Da f og g har grenseveardierne a og b, kan vi bestemme et 0, saledes at:
1 1
|f()-al <o og |g(x)-b| <y
Heraf folger
1 1
) +g0)=(a+b)| <|f(x)=al+|gx)=b| < o+ o=
Hvorved satningen er bevist.
Vi viser derneest (1.9). Vi skal for et forelagt £ bestemme et o, saledes, at
0<lx—x, <6 = |f(x)-g(0)-(a-b)| <e
| f(x)-g(x)—(a-b)| kan vurderes som folger:

| f(x)-g(x)=(a-b)| = | f(x)-g(x)—a-g(x)+a-g(x)—a-b| =
[(f()-a)gx)+a-(g(x)=b)| <|f(x)-algx)|+]al-|g(x)-b|<
| f(x)—a|M+]|al-|g(x)-b]

Da fog g har grensevardierne a og b, kan vi bestemme et 5, séledes at:

1 1
O<x—x,|<d :lf(x)—a|<ﬁg og |g(x)—b|<zg

Heraf folger
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/(0)-g0)=(@-b)| <|f()-alM+alg)=b| < aM+a s=s

Hvorved s@tningen er bevist.

1.2 Greenseveerdier med uendelig

Vi vil kort introducere folgende formuleringer og skrivemader, som man ofte steder pa. Da betyd-
ningen af disse symboler er ret indlysende, anfores blot den formelle definition.

f(x) gér imod uendelig for x gaende mod a

fix)—» o for x> a < VKIo:0<x—-a|<d = f(x)>K
f(x) gér imod minus uendelig for x giende mod a

fx)— -0 for x> a < VK3Io:0<x-a|<d = f(x)<-K
f(x) gér imod b for x gdende mod uendelig

fx)y— b for x—> 0 <& Ve>03K: x>K = |f(x)-bl<e

f(x) gér imod b for x gadende mod minus uendelig

fx)y— b for x— -0 << Ve>03K>0: x<-K = | f(x)-b|<¢

2. Kontinuitet

Lidt lest formuleret, kan man sige, at kontinuitet af en funktion betyder at grafen haenger sammen.
En endnu mere popular formulering er, at

En funktion y = f{(x) er kontinuet, "hvis man kan tegne grafen, uden at lofte blyanten fra papiret"
Dette svarer til den matematiske definition, hvor man definerer kontinuiteten 1 et punkt.

Lad f(x) veere defineret i en omegn w(xy) omkring x, . (Hvis xy er endepunktet for et interval, mé
man indskranke sig til en hgjre omegn eller en venstre omegn).

fer kontinueret i x
= f(x)—= f(x,) for x—>x,
& Ve>0:30>0:0<x—x, <0 = | f(x)—f(x,)|<e

som udtrykker, at f'skal have en graensevardi i xy og funktionsvaerdien f{x() skal vare lig med denne
grenseverdi. Nedenfor er vist de samme 3 funktioner, som vi betragtede i afsnittet om gransevaer-
di. Den ferste er kontinuert i xy, Den anden har en greensevaerdi, men den er ikke kontinuert, da den
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ikke er defineret i1 xy. Den tredje har ogsa en graenseverdi 1 xp, men den er ikke kontinuert, da graen-
sevaerdien 1 xo, ikke lig med funktionsvaerdien.
y= oo

4= o y=joc)

2.1 Saetninger om kontinuerte funktioner

Der gelder nogle vigtige s@tninger om kontinuerte funktioner. Beviserne for disse s@tninger er
imidlertid ret "tekniske", sa vi na@ver blot setningerne uden bevis.

(2.2) For en kontinuert funktion geelder det, at billedmceengden af et interval er et interval.
(2.3) Billedmeengden for et lukket interval er et lukket interval.

Af den sidste satning folger naesten umiddelbart

(2.4) En kontinuert funktion har i et lukket interval en storsteveerdi og en mindstevcerdi.

(2.5) Hvis en kontinuert funktion har savel en storsteveerdi som en mindsteveerdi, sa antager den
alle veerdier mellem storsteveerdien og mindsteveerdien.

Nedenfor er vist graferne for nogle funktioner, som illustrerer s@tningerne (2.1) til (2.5)

T
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Kap 2. Differentiabilitet

1. Differentialkvotient og tangent

For at forklare differentiabilitet af en funktion er, s& har vi brug for to begreber, nemlig, funktions-
tilvaekst for en funktion y = f(x) ud fra et punkt xo: Ay = f(x, +4)— f(x,) og tangent til grafen for

en funktion.

Tangent har hidtil kun veret indfert, som cirkeltangent. Man definerer i almindelighed en cirkeltan-
gent, som en linie, der kun skerer cirklen i et punkt. En sekant derimod er en linie, der skarer cirk-
len i to punkter. Man kan nu generalisere tangentbegrebet til at omfatte alle kurver, og dermed ogsé
grafen for en funktion.

Gennem det faste punkt, hvor man ensker at bestemme tangenten tegnes en sekant. Sekanten skearer
kurven i det faste punkt og i et variabelt punkt. Hvis man lader det variable punkt bevege sig hen
imod det faste punkt, vil sekanten dreje omkring det faste punkt og i almindelighed have en grense-
stilling, nar de to punkter falder sammen til et punkt. Denne grensestilling (hvis den findes og er
den samme, ndr man nermer sig fra begge sider) kaldes en tangent til kurven i det faste punkt. Se
figurerne nedenfor.

'.:} = ;{ {x) q-}- 1{ Y
.I." e htian 4 = wa /é? \frw%(m

5

Vi stiller os nu den opgave, at bestemme haldningskoefficienten for tangenten i et punkt af grafen
for en funktion y = f(x). Lad det faste punkt veere Py = (xo, f{xo)).

Vi giver nu x en tilvaekst 4, hvorved vi far punktet P= (xo+h, fxo+h)).

Funktionstilveksten er Ay = f(x, +h)— f(x,), svarende til tilveksten Ax=#4.

Linien, der forbinder Py = (xo , f{x0)) med P= (xo+h, f{xo+h)) er en sekant til grafen for y = f(x)
Heldningskoefficienten for sekanten er for alle /# # 0:

(1.2) :ﬂ:f(x0+h)_f(xo):f(xo+h)_f(xo)
sekant = 7 o+ hx, f

Denne brek kaldes for differenskvotienten.
Taenker vi os nu, at vi lader /4 g imod 0, vil differenskvotienten til stadighed vaere haeldningskoeffi-
cienten for sekanten.
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Hvis sekanten har en graensestilling nér 4 gar imod 0, sé er tangenten denne grensestilling for se-
kanten. Heeldningskoefficienten for tangenten vil da veere grenseveerdien for sekantens haeldnings-
koefficient. Der vil da galde:

(13) atangent :f'(xo)zlhiz)lg

S (xg +h)— f(x,)

h
Granseverdien f(xo) (hvis den eksisterer) kaldes for differentialkvotienten af f{x) 1 xo, og den leses
"f meerke af xo" eller den afledede af f(x) 1 x.

Uafthangig af den geometriske fortolkning af tangenten som gransestilling for en sekant, definerer
man nu i al almindelighed.

(1.4) Lad f(x) veere defineret 1 en omegn af x,.

S o + 1) = f(x)
h

Hvis breken (differenskvotienten)

har en greensevardi for 4 gdende mod 0, siges f(x) at vere differentiabel i xo med differentialkvoti-
enten lig med denne graensevardi.

S(xo+h) = 1(x)
h

1) =1im

Vores program er nu, at bestemme differentialkvotienten for alle de funktioner, vi kender, men forst
vil vi se pa et enkelt eksempel, hvor vi direkte anvender definitionen. Nér man skal finde differenti-
alkvotienten for en funktion, deler man ofte opgaven i 3 trin, heraf navnet 3-trinsreglen.

1) Bestem funktionstilveksten Ay = f(x, +h)— f(x,)

S G + 1)~ (%)

2) Dan differenskvotienten: .

, (hvis den eksisterer) for # — 0.

Sy +h)— f(x))
h

3) Find grenseverdien f'(x,)= £1ng

1.5 Eksempel.

Lad f{x) = Vox* - 2x + 3.
y = f(x) er en parabel med toppunkt i (2,1). Vi vil bestemme en ligning til tangenten til grafen for /i xo=1.
Vi vaelger forst at bestemme differentialkvotienten for /1 et vilkarligt punkt x,.

Man anvender 3-trins reglen.

1. Av=/£(x0 +h)—f(x0):%(x0 +hy2 ~2(xg +h)+3—(%x02 —2x0+3)=x0h—2h+"sh?

2
Ay xoh—2h+Ysh
2 _*0 By —2+%h

2. - - -
h h 0
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3. lim A lim (xg—2+%h)=xp—-2
h—0h h—0

Af den sidste ligning konkluderer vi, at f"'(x) = x-2.
Vi finder da tangentligningen for x=1. Haeldningskoefficienten er f'(1) = -1. og (1) = % Tangentligningen bliver da

ifolge formlen: y-y, = a(x-x¢). y - % =-1(x-1) ellery =-x +§

P& figuren nedenfor er grafen for f'og linien tegnet. Man ser, at det er en tangent i 3 og -1

Ligningen for linien gennem punktet (xo, yo), og som har haldningskoefficienten a er som bekendt:
Y=y, =a(x-x,)
Tangenten gennem (x, f(xo,)) og som har haldningskoefficienten f'(xo,) er derfor:

y=f(x) =" (x)(x—x) <

(1.6)
Y= (x)+ f'(x)(x—x,)

For vi gar 1 gang med at bestemme differentialkvotienter for forskellige funktioner, viser vi felgende
ikke saerlig overraskende setning:

(1.5) Hvis f er differentiabel i xo, sd er f ogsa kontinuert i x.
At f'er kontinuert i xo, kan vi udtrykke

f(x)> f(x,) for x—>x,< (Visatter x =xo + h)
f(xo+h)—> f(x,) for xy+h—>x, &
f(xo+h)—f(x,)—>0 for h>0<

Ay —>0 for h—>0

At fer differentiabel 1 x¢, kan vi udtrykke:
%—)f'(xo) for h—0

Heraf folger:
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Ayz%h—)f'(x@-OzO for h—->0 = Ay—>0 for h—0
som viser kontinuiteten af /1 xo

2. Differentialkvotient for nogle simple funktioner
Vi vil vise at funktionen f{x) = k (konstant) er differentiabel for alle x og at f'(x) = 0.
Vi anvender 3-trinsreglen:

_ _ Ay . Ay
) Ay=k—-k=0 2) 7_o 3) mh_o

Vi vil vise at funktionen f{x) = x er differentiabel for alle x og at f'(x) = 1.
Vi anvender 3-trinsreglen.

_ _ Ay _ LAY
) Ay=(x,+h)—x,=h 2) 7—1 3) %}_t)lgh =1
Vi vil vise at funktionen f{x) = x* er differentiabel for alle x og at f'(x) =2x.
Vi anvender 3-trinsreglen:

1) Ay =(x, +h)* —x," =2x,h + h*
2
h h
. Ay
3) %1%7_2%

Vi vil vise at funktionen f(x)= 1 ; x # 0er differentiabel ogat f'(x)= —Lz
X X

Vi anvender 3-trinsreglen:

1 Ay = 1 _L:xo—(xo—kh):_ h
X, +h x, (x,+h)x, (x, +h)x,
2) Ay h _ 1
h h(x, +h)x, (x, +h)x,
3) limﬂz—liméz—i2
h—0 h h—0 (xo + h)xo xO

Vi vil vise at funktionen f(x)= Jx ; x>0 er differentiabel for x>0 og at f'(x) = R

2/x

Vi anvender 3-trinsreglen:

1) Ay = Jx, +h—Jx,
2) QZ—M
h

h
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Vi kan ikke umiddelbart finde greensevaerdien af differenskvotienten, sé vi laver felgende omskriv-
ning, idet vi ganger med (,/(x, + /) + \/Z ) 1 teeller og nevner, og anvender kvadratsaetningen
(a-b)a+b)=d*-b"

Ay (,/x0+h—\/Z)(,/xo+h+\/Z) Xt 2—\/Z2
ho h(\Jxy + 1 +4/x,) h(yxy +h+4fx,)

Ay (xy +h)—x,

h ~ 1
o h(xthaalxy)  hx A hAAx,)  xe +h

NXo+Hh > \/Z for h—0 fordi Jx er kontinuert! Vi far derfor

3) limﬂ =lim !

L
=0 f ho0 \/xo—‘*‘}H‘\/Z_z X,

3. Regneregler for differentiation

Lad der veere givet, at f{x) er differentiabel i xo med differentialkvotienten f'(x¢) og at g(x) er diffe-
rentiabel 1 Xy med differentialkvotienten g'(x¢). Der gelder saledes:

f(x0+h2_f(xo)—)f'(xo) fOV h—0 og g(x0+h2_g(x0)

— g'(x,) for h—>0

Vi vil da vise, at
(f +g)(x) er differentiabel i x, med

(3.1) (f +8)'(x)) = f"(x)+&'(x,) 5
(f —g)(x,) er differentiabel i x,med
3.2) (f =8)'(x))=1"(x4) = &'(x) 5
Disse to s@tninger kan sammenfattes i formuleringen: Man kan differentiere ledvis.

Den naste satning viser, at en faktor scettes udenfor ved differentiation

Hvis ke R, sd er (kf')(x,) differentiabel 1 x,med

(3.3) (k7)) (xo) = k1" (x,)
Man kan derimod ikke differentiere "produktvis" eller "kvotientvis". Der gelder derimod:

(f - 2)(x,) er differentiabel 1 x, med
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(3.4) (f-8)'(x) = f'(x0)g(xg) + f(x0)8'(%o) »

Hvis g(x,)#0 sder (i)(xo) differentiabel 1 x, med
g

S/
g

S (x)g(xo) — f(x,)8'(x,)

3.5
G-2) ( g(xo)2

)'(x) =

2

I beviserne for disse s@tninger, gar det ud pa at omskrive differens-kvotienten, sé vi kan udnytte, at

f(x0+h)—f(xo)_)f.(x0) for k0 og g(xg+h)—g(xp)

P P —g'(xg) for h—>0

Bevis for differentiabiliten af (f+g).
L. Ay=(f+g)(x+h)=(f+&)(x0)=f (x0+1)+g(x0 +h)~(f(x0)+g(x0))
Ay = f(xg +h) = f () +g(xg + ) - g(xy)

Ay _Sxo+h)-f(xp)+g(xo+h)—g(x0) _ f(x0+h)—f(x0)  g(x0+h)—g(x0)

2,
h h h h

3, tim 2~ i SOOI 0) M:f’(xoﬂg'(xo)
h—0 h  h—>0 h h—0 h

Ved beviset har vi anvendt at grensevardien af en sum er lig med summen af greenseverdierne.
Beviset for (f- g) forleber helt analogt.

Bevis for differentiabiliten af (kf) ved hjelp af tretrinsreglen.

) By = (s + B~ (F ) xg) = K G + )~ kf () = k(S (5 + )~ ()
) Ay k(f(xo+h)=f(x0)) _, f(xo+h)—f(x0)
) 2 —k
h h h
3) lim Q: lim & f(xO +h)_f(‘x0) _ kfl(xo)

h—>0 h  h—0 h
Bevis for differentiabiliten af (f'g) ved hjelp af tretrinsreglen.
D Ay = (f - @)xy + M) = (f @) xg) = f(xo +h)-gxy + )= £ (%) &(x,)

Vi kan ikke umiddelbart finde graenseverdien, hvis vi anvender dette udtryk, sa vi laver en omskrivning, idet vi adderer
og subtraherer storrelsen f (xO) . g(x0 +h)
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Ay =[xy +h) g +h) = (xg) gy + )+ £ (xg) - glxg +h) = £(x5) - g(xp)
Ay = (f (g +h) = £ () 8(xg + 1)+ £ () (8(xg + )= g(xp)

Ay (f(xo+h)=/(x0))-g(x0 +h)+/(x0)(g(x0 +h)-g(x0))

2) ; )
A h)— -
7)12 fxo+ Z f(x0) g0, +h)+f(x()).g(x0+)g(xo)

3 A AL AL SE0) g 4w+ lim f(x,) S0 ZE(X0)
h—>0 h  h—0 h h

A .
hlimo7 = '(x0)&(Xp) + f(x4)g'(x)

Vi har ved graenseovergangen anvendt regnereglerne for graenseveardier, samt at g(xO +h) > g(xo) for h >0

Hvilket folger af, at g(x) er kontinuert i x,, fordi g(x) er antaget differentiabel i x.
Heraf fas regnereglen for differentiation af et produkt af to funktioner

(/- 2) (%) = ' (x)&(X) + /()& (%)
Bevis for differentiabiliten af ( i ).
g

f f Sf(xo+h)  f(x0)
) Y (g)(x0+) (g)(xo) aGo+h)  g(x0)

Vi kan ikke umiddelbart finde greenseverdien, hvis vi anvender dette udtryk, sa vi satter pd en felles brokstreg, og

subtraherer og adderer storrelsen f (xO) . g(xo)

_ Sxo+h)  f(x0) _ f(xo+h)g(x0)-g(xo+1).f(x0)
glxp+h) g(xp) g(xp+h)g(xp)

Ay = J(xo+mg(x0) —f(x0)g(x0) —(g(x0 +h) [ (x0)~f(x0)g(x0))
g(xp+h)g(xo)

_ (f(xo+h) —f(x0))g(x0)~f (x0)(g(x0 +h)-g(x0))
g(xp+h)g(xp)

Ay

g(xp+h)—g(xp)
h

S (x0+h) —f(x0)
h

g(xp) —f(x0)
2) g:

h g(xp+h)g(xp)
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i G0 +1) =/ (x0) g(x0-+h)-g(x0)

g(xg) — lim f(xqp)
h—0

3) lim & = h=0 4 : h
h—0 & lim g(x0+h)g(xq)
h—0
(1).(x0)=f(xo)g(xo)—féxo)g (x0) ’
g g(xp)

Vi har ved graenseovergangen anvendt regnereglerne for greensevaerdier, samt at g(x0 +h) > g(xo) for h >0,
hvilket folger af at g(x) er kontinuert i x,, fordi g(x) er antaget differentiabel i x,.
3.6 Eksempel. Vi vil anvende regnereglerne til at finde differentialkvotienten for funktionen f{x) = vox? - 2x + 3, som vi

sé& pé i eksempel (1.5), hvor vi bestemte den ud fra tretrinsreglen.
Vi differentierer ledvis og satter konstanterne udenfor ved differentiation.

1
f'@)=52w-2140=x-2

Hyvilket er det samme resultat, som vi tidligere fandt direkte.

3.7 Eksempel. Vi vil bestemme differentialkvotienten for funktionen f(x) = x2 Jx ; x>0.

Ifolge regnereglen

() () = 128 (X,) + £ (xg)g'(xg) med [(x)=x> = [()=2x 0g g(x)=vx=g(x)= '~

24x
1 5
=2x\/;+5x X:EX\/;

far man: f'(x) = 2xx + x2

1
2Jx
2
3.8 Eksempel. Vi vil bestemme differentialkvotienten for funktionen f(x)= T ; x>0.
X

Ifolge regnereglen

A
g

S'(xg)g(x0)—f(x0)g'(xg)
g(xo )2

Med f(x):x2 = f'(x)=2x og g(x):\/; = g’(x)zz1

o

() '(xo)=

1
2xx———x? 2x\/;—lx\/;
2x 2 N

f' =
(%o) X X 2

3.9 Eksempel. Vi vil vise, at differentialkvotienten af f(x)=x"; neN,er f'(x)=nx""" .

Vi skal gare dette ved et sakaldt induktionsbevis.
Lad os antage at f{(n) er en formel, der anhanger af n. Det kunne f.eks. veere summen af alle hele positive tale fra 1 til n.
fin)=1+2+3+...+n

+1
Vi péstar, at: f(n) = ”(”2 ) |
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1. Det ses umiddelbart, at formel er rigtig for n=1, idet f{1)=1.

2. Vi antager nu, at formlen er rigtig for n = p, og hvis vi under denne antagelse kan vise at formlen ogsa er rigtig
forn= p+1, slutter vi,

3. atden er rigtig for alle positive hele tal ».

Hvis formlen nemlig er gyldig for n = 1, har vi bevist, at den ogsé er gyldig for n =2, og hvis den er gyldig for
n =2, sé er den ogsa gyldig for n =3, osv.

I det konkrete tilfelde er et ret let at bevise 2:  fin+1) = f(n) + n+1.

(n+1) n

ORYEREES n(nt)+2(ntl) _ (n+D)(n+2)

2 2

+1=

= f(n+1)

Vi vender nu tilbage til differentiation af f(x)=x"; neN .
Formlen er rigtig for n = 2, idet vi har vist at f(x) = 2x = 2x>"

og vi antager, at der gelder f'(x) =nx (

Vi differentierer nu  f(x) = X" =x-x" efter produktreglen.

) =(x-x")=1-x"+x-n-x"=(n+1)x" =(n+1)x"""
Da formlen er rigtig for n = 2, kan vi slutte, at den er rigtig for n =3....0sv.

2

Med denne formel er vi i stand til at differentiere et vilkérligt polynomium, f.eks. f(x):—4x4 +8x3 —-7x°+2x-9

F1(x) = —16x° +24x% —14x+2

1 -n
3.10 Eksempel. Vi vil bestemme differentialkvotienten af f(x) = = X ;x#20;, neN.
x
0-x"—1-n- n—1 el—2n .
Vi anvender brekreglen f'(x) = % =" = !
(x")
1 -n Cne
f)=—=x"; x#0, neN = f'(x)=-nx""

xl’l

Bemark, at det er den samme regneregel, som vi havde for f(x)=x"; neN
4. Infinitesimalregning. Differentialer

4.1 Historisk note

Historisk set er differentialregningen udviklet parallelt af Newton og Leibnitz. Af denne grund fin-
des der stadig to forskellige méder at betegne differentialkvotienten pa. Skrivemaden f '(x) skyldes
Newton, idet han dog mest anvendte skrivemaden s(¢) for differentialkvotient af s(¢) med hensyn til
tiden. (Leses s-punkt). Denne notation anvendes stadig blandt fysikere.

Fra Leibnitz stammer betegnelsen infinitesimalregning, som er synonymt med "differential" og "in-
tegralregning".
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Som begrundet nedenfor betegnede Leibnitz f'(x) med symbolet z—y , hvor dy og dx betegnes som
X

differentialer af henholdsvis y ( = f(x)) og x. P4 denne made bliver differentialkvotienten skrevet
som en kvotient mellem to differentialer.

Hvis vi 1 differenskvotienten skriver Ax i stedet for 4 (hvilket faktisk er mere naturligt), kan man
med denne notation opskrive to identiske definitioner pé differentialkvotient.

Y im Y
dx Ax—0 Ax

f'()C):EiH(}f(x—th_f(X) = dy _ A

Betegnelsen Z—y har altid veret problematisk i introducerende kurser i differentialregning. Nogle
X

boger valger at sige, at Z—y er ét symbol for f(x), og det ikke kan skilles ad i teeller og navner. (For
X

derefter alligevel, at skille symbolet ad, ndr man kommer til integralregningen).

Hvis man derimod opfatter symbolet Z—y , som en kvotient mellem dy og dx, sé bliver man nedt til at
X

forklare, hvorledes dy og dx skal opfattes.

Problemet ligger i, at man ved differentiation, ser pa greenseveardien af forholdet mellem funktions-
tilvaeksten Ay = flx+4x)-f(x) og tilveksten Ax, (som vi for kortheds skyld har kaldt /), nar Ax géar
imod nul. Altsa greensevardien for Ay/Ax, nar Ax (og dermed Ay) gar imod 0.

I greensen er sével Ax som Ay lig med nul, og Leibnitz, (som er ene af differentialregningens fadre),
indferte betegnelserne dx og dy for greenseveerdierne af Ax og Ay. dx og dy blev betegnet som infini-
tesimale, dvs. uendelig smé tilvaekster, svarende til de endelige tilvaekster Ax og Ay. Grenseveerdi-
erne af Ax og Ay ( dx og dy) er begge nul, men alligevel regner man med dem, som om de var ende-
lige storrelser. Leibnitz regnede selv ubekymret med infinitesimale sterrelser, (og det gjorde mate-
matikere i ca. 200 &r efter), men moderne matematikere har ikke varet sé begejstrede for at regne
med dem af flere grunde. For eksempel indeberer det, at man ganger og dividerer med storrelser,
der faktisk er nul, som om de var endelige.

Regnereglerne for infinitesimale sterrelser er dog ogsé lidt anderledes, end regning med reelle tal.
Hvis der f.eks. star dx + (dx)* sé er det lig med dx, fordi (dx)* er 0 af hgjere orden!

Man kan imidlertid vise, at regning med infinitesimale storrelser kommer ud pa det samme, som at

regne med endelige tilvakster, nar man til slut dividerer med Ax og tager grensevardien for Ax ga-
ende imod (dx) 0.

Som sagt sa ynder moderne matematikere ikke regning med infinitesimale storrelser, men alligevel
har man bevaret symbolerne dx og dy. I de fleste andre naturvidenskaber, iser i fysik, regner man
fuldsteendig ubekymret med infinitesimale storrelser. Det er fordi det er langt hurtigere og lettere
end den tungere, men eksakte graenseovergang.
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4.1.1 Eksempler fra matematikken.
Vi vil bestemme diferentialkvotienten af f{x) = x> ved infinitesimalregning. Vi udregner derfor dy = flx+dx) - fx).

d
dy =(x+ a’x)3 - x3 = x3 + 3x2dx + 3dx2 + dx3 - x3 = 3x2dx = d—y = 3x2
X

Vi har i udtrykket ovenfor sat alle "hgjere ordens led" i dx lig med nul. Resultatet er, som man ser korrekt.
4.1.2 Eksempler fra fysikken.

Hvis s = s(f) betegner positionen af en partikel pa en akse og ¢ betegner tiden, kan man bestemme hastigheden omkring

As t+At)—s(t d.
A = s(+A7zs() hvor man umiddelbart slutter, ved at lade At — 0, at v = j; =s'(?).

&
dt
Man definerer i matematikken differentialet dy af en funktion y = f{(x), som differentialkvotienten af

flx) gange dx.

tidspunktet ¢, som v =

. . .. Av
Helt tilsvarende kan man for accelerationen af definitionen a = Ar slutte at a

(4.2) dy = f'(x)dx

Dette er en definition af dy, men hvad er dx ? Her afviger elementere laereboger en del. I en mate-
matik bog, kan man ikke skrive at det er en infinitesimal storrelse, som man gor det i fysik og alle
andre naturvidenskabelig ssmmenheange. Tricket kan da vare, at man finder dy for funktionen
y=flx)=x. Sa finder man: dy = dx (day = x), og dy = dx=1-dx= dx, ifelge definitionen.

Altsé dx = dx, er et symbol, der er givet ved sin egen definitionsligning. Matematisk set er dette helt
konsistent, men begrebsmaessigt skal man nok taenke pa en infinitesimal storrelse, ndr man skriver
dx.

Fordelen ved at anvende differentialer er den, at en hel del s@tninger bliver indlysende, nar man
anvender differentialer. Saetninger, der ellers kreever et lengere og ikke altid ukompliceret bevis.

5. Differentiation af sammensat funktion

Lad der veret givet funktionerne y = f(x) og z = g(x), saledes at Vm(f) = Dm(g). Man kan sa danne
den sammensatte funktion

(5.1) (g f)x)=g(f(x))
5.2 Setning.
Antag nu at f'er differentiabel i xo med differentialkvotienten f '(x¢), at g er differentiabel i yo = f(x¢)

med differentialkvotienten g'(yo)= g'(f(x0)).
Vivil da vise, at (go f)(x)=g(f(x)) er differentiabel i xo med differentialkvotienten

(8o f)(x)=8'(yo)- f'(x) = &'(f (x9))- f'(x)
Ved regning med differentialer er setningen meget let at "bevise". Der gelder nemlig:

dy=f'(x)dx n dz=g'(y)dy = dz=g'(y)f'(x)dx
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og hermed
e d_dedy
(5.3) 5. =@ X)) =g N =g (D)) < — dy dx

Differentiationsreglen (5.3) kaldes ofte for keedereglen, idet vi blot har indskudt dy i teller og nav-
ner.
Reglen udsiger, at man differentierer (g o f)(x) = g(f(x)) ved forst at differentiere g med hensyn til

vy = f(x), og derefter multiplicerer med differentialkvotienten af f{x).

5.5 Eksempel.

Vi vil finde differentialkvotienten af A(x) = (3x> —7)° .
Funktionen er sammensat af g(y) = ° og f{x) = 3x>-7. Vi finder derfor:

I'(x) = g ) (x) = 5y*6x = 5(3x>-7)"6x = 30x(3x°-7)".

Meget hurtigt holder man op med at indfere en hjelpevariabel, men differentiere med hensyn til et
funktionsudtryk, som om det var en variabel. Dette er sggt vist i det naeste eksempel

5.6 Eksempel
Vi vil bestemme differentialkvotienten af f(x) = ~2x3 4452 +6.

Funktionen er sammensat af +/x og — 2x3 + 4x2 +6.

Man differentierer "udefra". Den forste funktion er kvadratrodsfunktionen. Den differentierer man "med hensyn til det
der star under kvadratroden", som om det var en enkelt variabel. Dernest ganger man med differentialkvotienten af et
som star under kvadratrodstegnet.

1
W-2x +4x> +6

f'(x)= (—6x* + 8x)

5.7 Eksempel
Man kommer ofte ud for funktioner, der er sammensat af mere end to funktioner. Regelen er imidlertid den samme, man
differentierer funktionerne "udefra" og ganger differentialkvotienterne sammen indtil man nér til x.

1
(x+2x)%

. 1
Funktionen er sammensat af —, x° and Vx +2x
X

Vi vil bestemme differentialkvotienten af f(x) =

I denne raekkefolge, med differentialkvotienter: +2..

1 2 1
—— , 3x" og ——

x? & 2x
Vi far derfor differentialkvotienten:

1
fO) =
i (Jx+20)°

3(Jx +2x)2 (# +2)
X

Vi vil nu give et matematiske korrekt bevis for kadereglen. Betegnelserne er de samme, som 1 star-
ten af dette afsnit. For at lave et bevis, er det nadvendigt at give definitionen af differentiabilitet en
lidt anden formulering. Hertil har vi brug for et nyt begreb, kaldet en epsilon-funktion.
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En epsilon-funktion (skrives: (x) eller (%)) er en funktion, der er defineret 1 en udprikket omegn
omkring 0 og som har greenseverdien 0 1 0. Der geelder altsa:

(5.8) e(hy—>0 for h—0
Enhver funktion, som har denne egenskab kaldes en epsilon funktion.

Vi kan da omskrive lidt pa definitionen af differentiabilitet.

%:f(x”hz_ﬂx‘))—m'(xo) for h—0 o

f(x°+hh)_f(x°)—f'(x0)—>0 for h0 o

S +h)—f(xy)
h

f'(x,)=¢&(h) ereneplilonfunktion <

Sxo+m)—f(x)=f'(x)h+e(hh <
(5.9) Ay = f'(x)h+e(hh <

S G +h) = f(x) + ' (xo )+ ()h

Vi viser nu diffrentiabiliteten af g o f pd sedvanlig vis ved forst at udregne funktionstilvaeksten Az.
Az =(go f)(x, +h)=(ge f)x)=g(f(xy +h)—g(f(x))

Yo=J(x) og f(xo+h)=f(x))+Ay =y, +Ay

Dette indsettes 1 udtrykket for Az. Da g er antaget differentiabel i yy, kan Az skrives, ved anvendel-
se af en e-funktion.

Az=g(f(xy+h)—g(f(x)) =gy, +Ay)—g(¥y) = g'(¥o)Ay + £(Ay)Ay
Herefter finder man med division med 4.

Az A A
—=g ) E W) > 200 () +0- () = g'00)f (x,) for h—0
Vi har her anvendt, at Ay — 0 for h — 0 , fordi y=f(x) er kontinuert i1 xo, fordi /" er differentiabel i

xo. Dette viser at

2 oS ()

lim
h—>0 h



Differentiabilitet 14

6. Differentiation af omvendt funktion

Ligesom der gelder en regneregel for differentiation af sammensat funktion, gelder der en regel for
differentiation af omvendt funktion.

Vi minder om, at hvis fer en injektiv funktion har den en omvendt funktion (regneforskrift), som
betegnes /", og hvor der gelder folgende:

(6.2) y=fx) < x=/"() ellervedatombyttexogy y=f"(x) < x=Ay)

y=£x) og x=f"(y) har samme grafiske billede. (x,y) er jo det samme punkt, da de to ligninger
en ensbetydende), mens graferne for y = f{x) og y =/ (x) fremgér af hinanden ved spejling i lini-
en y = x. Ved denne spejling, vil (x,y) netop blive afbildet i (y,x).

Det er derfor ikke serlig overraskende, at hvis y = f{x) er differentiabel i x, og /" '(x,) =0, s& vil /™'
veere differentiabel 1 det tilsvarende yy = f{xo).

Da differentialkvotienten f '(x,) er haeldningskoefficienten for tangenten, og da denne heldningsko-
efficient kan beregnes ud fra to punkter som (y; - y1)/(xz - x1), s& ma man kunne finde haldningsko-
efficienten for spejlingen af denne tangent i y = x, (som mé veere tangenten til y = /™' (x) i yo) ved at
bytte om pd x og y. Dette er sogt illustreret pd figuren nedenfor.

y Ud fra en geometrisk betragtning, burde der sé gelde:

() (o) = (2 - x)Mv2 - 31) = 1/ £ (x,)
Dette vil vi nu bevise, idet vi viser setningen:
Lad y = f(x) vere en injektiv funktion, som er differentiabel

e i xo med f '(x) #0. Den omvendte funktion x =f"' (y) er da
differentiabel i yy med:
iy 1
(6.3) S (V) = . hvor  y,=f(x,)
S (%)

Ved anvendelse af regning med differentialer er s@tningen
nasten triviel, idet:

Yo=f(x) = fl—y=f'(xo> ot w="00 = Z=(Y0n
X dy
RN S _
f )(yO)_dy Q '(x0) hvor  y,=f(x,)
dx

Bevis: Vi minder om (fra afsnittet om differentiation af sammensat funktion), at
fer differentiabel i xo < Ay = fixo+h)-fixo) =f (xo)h + &(h)h
hvor &) er en epsilonfunktion, dvs. g#) — 0 for 4 — 0.

Vi vil nu skrive Ax 1 stedet for 4. (Ax er det samme som #). Ligningen bliver da
fer differentiabel i xy <
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Ay =f (e + o) Ax & f(x,) = lim

For den omvendte funktion x = £~ ' () vil tilsvarende gelde (hvis den er differentiabel i yp).:
_ . Ax
2. (f ) (¥) = lim —  hvor yy=fxo)
Ay—0 Ay

Vi vil da bevise 2), hvis vi antager 1). Vi danner differenskvotienten for /™' ud fra punktet yy.

A Ax eller ved at forkorte broken med Ax
Ay f'(x,)Ax+e(Ax)Ax
Ax 1

Ay S e (Ax)

Vi bemerker for det forste, at nevneren ikke kan blive nul for tilstraekkelige smé Ax, det 1 '(x¢) =0
ifolge antagelse og &(Ax) — 0 for Ax — 0. Endvidere geelder det, at Ax — 0 for Ay — 0, da f™ (y) er
kontinuert. (Den omvendte funktion til en kontinuert funktion er kontinuert.) Vi finder derfor.

. Ax . 1 1 N 1 _
Wy TN e aan) | iy Sl YOO vere )

Hvormed s@tningen er bevist.

6.4 Eksempel
Vi vil nu anvende satningen pé funktionen: y = f{x) = In x, som har den omvendte funktion x =¢".

. . . .o 1 .
I integralregningen viser man, at /n(x) er en stamfunktion til — , hvilket betyder, at
X

(6.1) In'(x)= — ; x>0

1
X

Vi skal anvende dette resultat, nar vi skal finde differentialkvotienten af €, som er den omvendte funktion til /n(x).
x=f"()=¢", oghvor f’(x) = (Inx)’ = 1/x, og hold s fast!

(f‘l)'(yo) = 1 = ! =X, = e’ ogderfor (e”)'=¢e” eller (e")=e"

') 1

Xo

Funktionen f{x) = ¢" har den helt specielle egenskab, at den er sin egen differentialkvotient. Det er den eneste funktion,
som har denne egenskab.

6.5 Ovelser:
1. Find den omvendte funktion til fx) = x" for x>0. Find dernast differentialkvotienten til denne funktion.

2. fix) = tan x er monoton i intervallet ]-/2, n/2[, og den har derfor en omvendt funktion i dette interval, som kaldes for

y=tan™'(x). Vis at (tan™(x))’ = 7
I+x

3. flx) = sin x er monoton i intervallet ]-7/2, /2[, og den har derfor en omvendt funktion i dette interval, som kaldes for
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y=sin’\(x). Vis at (sin”(x))’ =

1—x*

6.1 Differentialkvotient for eksponentiel- og potensfunktioner

En eksponentialfuntion f(x)=a" er differentiabel for alle x med
(6.6) f'(x)=a"Ina
Dette folger af omskrivningen
f(X)=a"=e™ = f'(x)=e"™Ina=a"lna
En potensfuntion f(x)=x" hvor x >0 er differentiabel for alle a med

(6.7) f'(x)=ax""

Dette folger af omskrivningen

f(x) :xa :ealnx = f;(x) :ealnxg:axa—l
X

Bemark iser, at reglen for differentiation af en potensfunkton er den samme, som vi tidligere udled-
te for heltallige eksponenter.

7. Det approximerende 1. grads polynomium

Denne lidt foruroligende formulering, bygger imidlertid blot over en anden made at formulere tan-
gentligningen pd. Udgangspunktet er imidlertid lidt anderledes. Vi erindrer fra afsnit 5. om, hvorle-
des man kan formulerer differentiabiliteten af en funktion ved hjaelp af en epsilon funktion.

f erdifferentiabel ixy <=> f(x,+h)=f(x))+f"(x,)h+e(h)h

Hvor &(h) er en epsilon funktion: &(h) >0 for h—0.
Hvis & er "lille" er ¢(h)h "lille" af hgjere orden, og man kan i den forste tilnermelse til at beregne
flxo + h) anvende udtrykket:

(7.1) S g +h)= f(x)+ [ (x0)h
Det er i almindelighed dette udtryk man betegner som det approximerende 1. grads polynomium,

idet til tilneermer (approximerer) f(xo + /) 1 omegnen af x.
Indferer man imidlertid i udtrykket y = f(xo + #) og & = x - xo. fir man tangentligningen 1 xo.

(7.2) y=71(x)+ ' (x)(x—x,)
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Tidligere anvendte man det approximerende 1. grads polynomium til at beregne tilnaermede funkti-
onsverdier.

7.3 Eksempel
Vi ensker at bestemme en tilnaermet vaerdi for /4,2 , og vi anvender (7,1).

F(4.2)=f(4+0.2)~ f(4)+ f1(4)0.2 = 2+ 0.2 = 240,05 = 2,05

24

Et opslag p& en lommeregner viser, at et ngjagtigt resultat er 2,0494.

8. Differentiation af sin, cos og tan
fix) = sin x er defineret pa hele den reelle akse. Vi vil vise, at sin x er differentiabel for alle x, og at

(sin x)' = cos x
For at bevise differentiabiliteten af sin x er det dog ferst nedvendigt at vise, at

sin x

(8.1)

=1 for x>0
X

Dette vises ad geometrisk vej, idet vi pa figuren nedenfor har tegnet en enhedscirkel med centrum i
O, hvor vi har afsat vinklerne x og -x, samt tegnet (halv)tangenter i de to retningspunkter P; og P.
Tangenterne skarer hinanden pa x-aksen i punktet Q (pa grund af symmetrien omkring x-aksen).

Hvert af stykkerne |P;Q| og |P.Q| er lig med tan x, som det
ses ud fra den retvinklede trekant OP;R.

For en cirkel gaelder det, at perimeteren for en indskreven
polygon er mindre en cirklens perimeter, som igen er min-
dre end perimeteren for en omskreven polygon.

5 | Anvender man dette pd cirkelbuen fra P, til P, , som har

leengden 2x, far man for 0<x <% uligheden:

(8.2) 2sinx<2x<2tanx < sinx<x<tanx <
) sin x
sinx<x A x<

COS X
sin x sin x
<l A cosx<

X X

sin x

cosx < <1
X

Hvis -% < x <0, sa er uligheden uforandret idet sin(-x) = -sin x og cos(-x) = cos(x), sa

sin(—x) sin x
——= <1 & cosx <
—-X X

<1

cos(—x) <



Differentiabilitet 18

Hvis vi lader x gd imod nul, vil uligheden gaelde under hele grenseovergangen, idet der dog godt
kan geelde lighedstegn 1 grensen.

) . sinx . . sinx
limcosx < lim < liml < 1 £ 1lim <1

x—0 x—0 X x—0 x—0 X

Af den sidste ulighed fremgar at sinx gar imod 1, nér x gar imod 0.
X

Vi vil nu vise at sin x er differentiabel i xy. Differenskvotienten er

) . xg+h+xqg, ., x0+h—xQ
Ay sin(x,+h)—sinx, 2cos( > )sin( 5

h h h h

) 2e08(x,+ g) sin(g)

Vi har ved den forste omskrivning anvendt den logaritmiske formel for addition/subtraktion af to
sinus-funktioner:

u-—-v

sinu —sinv = 2 cos(*—)sin .
( > )sin( 5 )
I det sidste led flytter vi faktoren 2 ned i n&evneren som 5 .
Ay 2cos(x, + ﬁ) sin(ﬁ) cos(x, + ﬁ) sin(ﬁ) sin(ﬁ)
= 2 2 _ 2 2 = cos(x +ﬁ) 2
- - - 0
h h L 27 2
2 2

Det sidste udtryk kan vi finde greenseverdien af, hvis vi anvender at,

. h
sin(2) . sin x
- —>1 for h— 0 pagrund af, at T—)l for x—> 0
2
. h
8.3 lim 2 = 1; " gim 2 1
(8.3) h1_r)137—h1_r>1(}cos(x0+§)-h1_r>13 B =cos(x,)-1=cos(x,)
2

Hvilket viser, at sin x er differentiabel for alle x og at (sin x)’ = cos x.
Vi kan nu vise differentiabiliteten af cos x ved omskrivningen: cos(x) = sin(g -x) og differentiere

sinus-funktionen som en sammensat funktion.
(8.4) (cosx)'= (sin(% -x))'= cos(% -x)(=1)=—sinx

Hvilket viser, at cos x er differentiabel for alle x og at (cos x)' = - sin x.
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Vi kan da vise at fan x er differentiabel 1 hele sin definitionsmeangde og

(tanx)'=———=1+tan’ x.
cos” x
.. . . o sin x
Vi viser dette ved at anvende brekreglen for differentiation pé tanx =
COS x
, COSxcosx—sinx-(—sinx) 0052 X+ sin2 x 1 2
(tanx)'= 3 = 3 = =l+tan" x
COos X COoSs X COosS X

8.5 Eksempel
Nedenfor vises differentialkvotienten af nogle funktioner, der er sammensatte funktioner med de trigonometriske. Vi
antager, at x befinder sig i definitionsmangden for funktionen.

1. f(x)=sin3x :>f’(x)=3sin2xcosx

2. f(x)=sinx® = f1(x) = (cosx>)3x>

. v 1
3. f(x)=+sinx = f(X)_T/SiE

4. f(x)=In(cosx) = f'(x)= ﬁ(— sinx) = —tan x

COS x

19
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Kap 3. Monotoniforhold

1. Monotone funktioner

En funktions monotoniforhold drejer sig om, hvorvidt en funktion er voksende eller aftagende eller
ingen af delene. Vi minder om nogle definitioner fra 1g.

Definition: En funktion fer voksende i et interval /, hvis der for alle x;, x, € I gelder:

X1 <X = ﬂ)ﬁ) <ﬂx2)

Definition: En funktion f'er aftagende i et interval I, hvis der for alle x;, x, € I gelder:

X1<xp, = ﬂ)ﬁ) >f()C2)
Geometrisk betyder dette, at grafen for f bevager sig henholdsvis "opad" eller "nedad".

Endvidere minder vi om begreberne maximum og minimum, ogsé kaldet storstevaerdi og mindste-
veerdi. Maximum og minimum for en funktion £, skrives max(f) og min(f).

Definition: f(xo) = max(f) siges at veere storsteveerdi eller maximum for en funktion i et interval I,
hvis der for alle x e I geelder:

Sfixo) = flx)

Minimum defineres helt tilsvarende.
f(xo) = min(f) er minimum for /1 et interval /, hvis der for alle x € I geelder:

Sfixo) < fix)

Ikke alle funktioner har et maximum eller minimum, og en funktion kan godt have maximum eller
minimum i flere forskellige punkter.

Eksempel:
fix)=x" ; € R, har minimum £{0)=0, men den har intet maximum.

g(x) = 1/x ; x>0 har hverken maximum eller minimum.

fer nedad begrenset, mens g ikke er begranset.

Der gaelder imidlertid folgende vigtige s@tning, som har vaeret omtalt 1 indledningen til differential-
regningen, men ikke bevist. Et matematisk bevis ville kraeve en dybere forstaelse af de reelle tal.
(En konvergent folge af reelle tal har altid netop et reelt tal som graenseverdi)Vi udelader derfor
beviset, men satningen er illustreret nedenfor ved en raekke eksempler.

Seetning: Hvis en funktion fer kontinuert 1 et lukket interval I = [a, b], sa har f'sdvel en storstevaerdi
som en mindstevaerdi 1 intervallet.
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%\ A
amax (;)
N ! D 3 > A >
N m/p\izb | ) * \\é’

Den forste figur opfylder betingelsernefor sdvel max som min. Den anden figur har ingen storste-
veerdi, fordi den ikke er overalt kontinuert, og den sidste figur har ingen mindstevardi, fordi inter-
vallet ikke er lukket.

2. Lokalt maximum og lokalt minimum for en funktion

Vi skal nu definere begreberne lokalt maximum og lokalt minimum.
Til dette har vi brug for endnu et begreb, nemlig en omegn omkring et punkt xo. En omegn omkring
Xo, skrives a(x).

Definition:
En omegn a(xy) omkring x( er et interval, som har xo som indre punkt. (dvs. ikke et endepunkt) .

Eksempel:
Hvis x = -1, sa er intervallerne ]-1%,-2] , ]-3, -0,75[ og [-1,25,-0,25] alle omegne omkring xo,

Definition:

En funktion f'har lokalt maximum (lokalt minimum) 1 xo, hvis der findes en omegn omkring xo, sa
flxp) er maximum (minimum) i denne omegn.

Altsa, der findes en omegn ax(x(),omkring xo, saledes at x eaxxp) = flxo) =f(x)

Begreberne lokalt max. og lokalt min. er illustreret nedenfor.

fhar lokalt min. 1x;, x4, X6 0g Xxs.
fhar lokalt max. i x3, x5, x7.
fhar (globalt) max. i x7.
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fhar (globalt) min. 1 x;.
Vi vil da vise folgende meget vigtige s&tning.
Lad f'vare en funktion, der er differentiabel i en omegn omkring xo. Hvis f har lokalt max. eller lo-
kalt min. 1 xo, s er /"'(xo) = 0.
Bevis:
Vi beviser s@tningen for lokalt min 1 x,, beviset for lokalt max forleber helt analogt.
Hvis f'har lokalt min, sa vil der for passende smé vardier af en tilvaekst /4 galde:
h>0 = flxo+h) = f(xo)
h<0 = flxo+h) = f(xo)
Heraf finder vi: flxoth) - fixg) 20  Uathaengigt af 4's fortegn.

Heraf folger ved division med /:

f(x0+h2—f(x0)20 for h>0 og f(x°+hh)_f(x°)ﬁo for h<0

Begge broker er imidlertid differenskvotienten Ay/h for henholdsvis #>0 og 4<0. Da f'er forudsat
differentiabel 1 xo, har disse to breker samme graensevardi for # — 0. Det folger imidlertid af ulig-
hederne ovenfor, at

1imﬂzo og limgﬁo og hermed
h—0+ J h—0- ]

f'(x,) = limﬂ: limQ:O

h—0+ h h—0- }

Hvormed s@tningen er bevist.

Satningen har en simpel geometrisk fortolkning, idet f"'(xo) = 0 betyder, at grafen for f'har en
vandret tangent 1 x

Naér f"(x0) = 0 siges funktionen at have ekstremum i xo. Vi har set, at ' har ekstremum 1 et lokalt max.
eller lokalt min., men det viser sig, at der ogsd er to andre muligheder.

Af setningen folger, at vi kan bestemme punkterne, hvor en differentiabel funktion har lokalt max.
eller lokalt min. ved at lose ligningen.

f'x)=0  med hensyn til x
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Ser vi f.eks. pé figuren side 28 er f ikke differentiabel i x4 og xs, s& disse ekstremumspunkter kan
ikke bestemmes ved at lose ligningen f'(x) = 0. Til gengeld ses, at f (x2) = 0, hvor der hverken er
lokalt max. eller min. I dette tilfalde siges f at have en vandret vendetangent.

Ovenstdende s@tning, kan drages 1 anvendelse, ndr man ensker at bestemme vaerdimangden for en
kontinuert funktion i et lukket interval. Af setningen om max. og min. for en kontinuert funktion i
et lukket interval folger nemlig, at vi kun behever at udregne funktionsverdien i nedenstdende 3
typer af punkter:

e Endepunkterne for intervallet [a,b]: fla) og f(b).
e Punkter hvor f'(x) =0: flx)), fx2), ....
e Punkter, hvor fikke er differentiabel, men hvor f godt kan have lokalt max eller lokalt min.

Eksempel:
1. Vi vil bestemme verdimangde for funktionen f{x) = \x - 2:x 3 x€[0,1].

f0)=0 og f(1)=-1
S@=1@0) -2 f1()=0 & U2 -2=0 & = ex=Jr=ox="1 f()=1

fer differentiabel for x>0, s& Vm(f) = [-1, é]

2. Lad os antage, at man har 2-a = 100 m hegn, og man ensker at lave en rektanguler indhegning med det storst mulige
areal. Kaldes den ene sideleengde pé indhegningen for x, er den anden sidelengde (2-a-2x)/2 = a - x. Arealet A(x) af
indhegningen er A(x) =x(a-x) =ax -x* ; 0<x<a

A(0)=A(a)=0.
A'(x)=a2x; Ax)=0 < x="a
A(x) er overalt differentiabel, sa A, = A(‘%a) = % a’.

Hvis man skal finde vaerdimangden i et abent interval, er situationen ikke meget forskellig fra oven-
stdende, idet man sa blot skal finde greenseverdien (hvis den eksisterer) i endepunkterne for det
abne interval. Der gelder nemlig s@tningen:

(2.4) Billedmceengen af et interval for en kontinuert funktion er et interval.

Vi illustrerer s@tningen med et par eksempler.

3. Vi vil bestemme vardimangden for fx) =x* ¢™, hvor x € [0, o [. Vi differentierer derfor f{x) og loser f(x) = 0.

f)=2xe * _x2e7X :(2x—x2)e_x
f'(x)=0 & x=0v x=2

f(0)=0; f(2):4e_2; 0g f(x)—>0+ for x—wo Verdimengden er derfor [0,4¢7]

3. Middelvaerdiseetningen

Rolles scetning:
Hvis en funktion f'er kontinuert i det lukkede interval [a,b] og differentiabel i det abne |a,b[ saledes
at fla) = f(b) = 0, sé findes der mindst et punkt ¢, hvor f(c¢) = 0.
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Ovenfor er Rolles s&@tning illustreret ved 3 eksempler.

Bevis:

Da f'er kontinuert i [a,b] har f bade en storstevaerdi og en mindstevaerdi i intervallet. Hvis bade
max(f) og min(f) er i endepunkterne er de begge 0, og f{(x) = er konstant lig med 0 i [a,b]. Heraf fol-
ger, at /'(x) = 01 [a,b], og s@tningen er trivielt opfyldt i dette tilfelde.

Hvis ikke bdde max(f) og min(f) er i endepunkterne er mindst en af dem i et indre punkt c € ]a,b][.
Her har fimidlertid lokalt ekstremum, og ifelge en tidligere sa@tning er f '(c) = 0, hvorefter s&tnin-
gen er vist.

Rolles sa@tning er i sig selv ikke s interessant, men den anvendes til at bevise den meget vigtige
middelvardisatning.

Middelveerdiscetningen:
Lad en funktion f'vaere kontinuert 1 det lukkede interval [a,b] og differentiabel i det dbne ]a,b|.
Der findes da mindst et indre punkt ¢ € Ja,b[, hvor

f'(C) — f(b)_f(a)

b—a
Geometrisk udtrykker middelvardisatningen, at der findes mindst et indre punkt i intervallet [a,b],
hvor grafen for f'har en tangent, som er parallel med linien der forbinder endepunkterne (a, f(a)) og
(b, f(b)) for grafen. Denne linies haldningskoefficient er nemlig lig med hejre side af ligningen
ovenfor.

Nedenfor er middelvaerdisztningen geometrisk illustreret ved 3 eksempler.

1t
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Bevis:

Vi indferer en hjelpefunktion /(x), som er den /inecere funktion, som forbinder endepunkterne

(a, fla)) og (b, f(b)) for grafen. Det er nemt at opstille et regneudtryk for /(x), men det er ikke ned-
vendigt for beviset.

Der geelder (trivielt), at [(a) = f(a) og I[(b)=f(b). Vi ser da pd funktionen g(x) = f(x) - /(x).

Om denne funktion geelder g(a) = fla)-l(a) =0 og g(b) = f(b)-I(b) = 0.

g er kontinuert 1 [a,b] , da bade f og [ er det. Og g er differentiabel i |a,b[, da bade fog [ er det.

g opfylder séledes betingelserne for Rolles scetning 1 intervallet [a,b], og der findes derfor mindst et
c€ Ja,b[ , séledes at g '(c) = 0. Vi finder ved differentiation

W =/ 1w = f(n - L=

IS g o pey- LO=S @)
-a

g©=0 = f(c)- P

hvormed satningen er bevist

4. Hovedsaetning om differentialkvotient og monotoniforhold

Ved anvendelse af middelvardisatningen er vi nu i stand til at bevise en hovedscetning om sam-
menhangen mellem monotoniforhold og fortegnet for differentialkvotienten for differentiable funk-
tioner.

I det folgende vil vi med 7 og [ betegne et interval og det tilsvarende &bne interval.
Hvis I=[a,b] er Iy = |a,b]

(4.1) Seetning:
Lad en funktion f veere kontinuert i et interval I og differentiabel i det tilsvarende dabne interval 1.
Hvis der for alle x € I geelder:

f'x)>0 => f voksendeil
f'(x)<0 => f aftagendeil
f'x)=0 => f konstantil

Bevis:

Vi beviser kun satningens 1. del. 2. og 3. del bevises helt analogt.

Lad x; og x, veere vilkarlige tal i intervallet /, og x| < x,. Ifelge middelveerdiscetningen (anvendt med
a =Xx; og b =x,), findes der mindst et c € ]x;, x[, sdledes at:

_fG) - f ()

Xy =Xy

f'(e)
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Daf'(x) > 0 1 [, ifelge antagelsen, gaeelder der at f'(c) > 0. Uathangig af beliggenheden af x; og x; ,
vil der derfor geelde uligheden

fO) =)

Xy, =X

Af denne ulighed kan man da slutte:
X2-x1 >0 = fix))-fix))>0
Hvis breken og navneren er positive, sé er telleren ogsé positiv. Eller ved at omskrive lidt:

X1 <x, = f(xl) <f(X2)

hvilket er definitionen pé at f er voksende, hvormed satningen er bevist.

4.1 Bestemmelse af monotoniforholdene for en differentiabel funktion.

Lad f'vare en vilkarlig funktion, der er defineret og differentiabel i et interval, eventuelt pa nar et
endeligt antal punkter, hvor den enten ikke er defineret eller ikke differentiabel. For at undersege
monotoniforholdene, er det ifelge hoveds@tningen tilstraekkeligt at undersege fortegnet for f '(x).
I praksis gores dette altid ved at:

e Udregne f'(x)
e Lgse ligningen: f'(x) =0
e Lave en fortegnsvariation for /'(x).

Lad os antage at en funktion i et interval [a,b] ikke er defineret i x3 og x5, og at f"'(x) = 0 har lgsnin-
gerne x = xj, X =X», X=x4,0g x=x¢. Vi laver da en fortegnslinie, som vist nedenfor:

70 S SR AR

f(x): +0- 0 - o - 0 +o0o + 0 +
| | | 0 [------0 | [----->
X: a X1 X7 X3 X4 X5 X b

Oven over fortegnslinien er skitseret grafens forleb omkring nulpunkterne for f'. Fortegnene for
monotonintervallerne er fundet enten ved at betragte funktionsudtrykket for /'(x), eller ved at ind-
sette en veerdi x 1 intervallet og udregne £ '(x).

Vi kan da ifelge den foregdende satning slutte, at:
fervoksende i intervallerne [a, xi], [x4, x5, ]xs, b] .

fer aftagende 1 intervallerne [x;, x3[ og ]x3, x4 ].
fhar lokalt max 1 x; og f'har lokalt min 1 x4.
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fhar en vandret vendetangent i x, og 1 x.

4.2 Eksempel

Vi vil bestemme monotoniforholdene for funktionen f(x)= xze_x ; Dm(f) =R.

Vi udregner differentialkvotienten ifelge produktreglen:
fl(x)=2xe " + x2e7* (- =xe Y (2-x)
f'(x)=0 & x=0 v x=2

Fortegnslinien bliver derfor:

f'()c)| -0 + 0 .
X 0 2

Af fortegnsvariationen for f(x) slutter vi, at

f er aftagende i intervallerne [-o0, 0] og [2, oo
f er voksende i intervallet [0, 2]

Da f(x)>0 for alle x#0, og f{0) = O ses, at f har lokalt (og globalt) minimum for x = 0,
f(x) har lokalt max for x = 2.
Endvidere ses det, (hvilket begrundes nedenfor) at

fix) > o for x — -0 og fix) >0 for x >

Vardimangden for f'er derfor [0, oof

Nedenfor er vist et foto af grafen:

S
=TT T T T T T T T e R
-:5 10 2B a0 LN

E- i

Faktisk har vi ikke fort et formelt bevis for at x*¢™ gar imod 0 for x giende mod uendelig, men
dette kan bevises. Vi ser forst pd nedenstdende eksempel.
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Eksempel

1
4. Vi vil bestemme vardimangden for f(x) = % ; x>0. Vidifferentierer og satter f(x) =0
X

\/; Inx

=" 2*/;:22_1\‘? ; f((0)=0ohx=0cx=e
X XNV X

2

Vi ser, at f'(x) >0 for ]0,¢* [ , s& f{x) er voksende ]0,¢” ], tilsvarende er f(x) aftagende [¢%, oo[.
Ax) har dermed sin storstevardi for x = ¢ og AeH)=2/e<1.

1
Viserdapi f(x)=—2 ; x>0
X

1
f(x)=7nx=7=77<ff—>0 for x > o©
x

. In x o
Herefter kan vi vise,at — —> 0 for x —> o for a>0 ved omskrivningen:
a
X

Inx 1 Inx% lIny . . a . .
- =———>50 for x> o idet y=x —> o for x > oo ,nir a>0

x4 a x4 ay

a

Vi ser da pa funktionen: g(x) = x—x for x >0 ,nar a >0
e
x4 In x
In(g(x)) = ln(—x) =alnx—x=x(a—-1) > 0(0-1)=—-o0
X

e
Nér den naturlige logaritme af en funktion gir imod minus uendelig, gér selve funktionen mod 0. Vi slutter da, at

a

x
g(x):—x—>0forx—>00,na°ra>0
e
] b
Ved hjzlp af omskrivningen a* =e™"“ er det lige s let at vise, at =20 for x> ,ndra>1ogh>0.
a

Resultaterne kan lost formuleres som, at en potensfunktion altid vinder over en logaritmefunktion og at en eksponential-
funktion altid vinder over en potensfunktion.

100
Dette kan ind imellem veere lidt overraskende. Ser vi f.eks. pa

P sa vil dette ifolge saetningen gé imod nul for
(1.01)

X — 00. Vi vil undersoge, hvor stor x skal vaere for at broken er mindre end 1. Ved at lgse ligningen

100 4100 100
=1 < log( )=0< log(x

(1.on* (1.on*

)—log((1 .Ol)x) =0 < 100log(x)— xlog((1.01)) =0 pa en grafregner,

finder man at x = 117308,27.
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Kap 4. Asymptoter

1. Asymptoter til grafer for en funktion

En asymptote er altid en ret linie, som funktionen "i en eller anden grense" tilnaermer sig til. Man
deler asymptoter op i 3 tilfeelde: Lodrette asymptoter, vandrette asymptoter og skrd asymptoter.

En vandret asymptote har ligningen y = b. Vandrette og skrd asymptoter forekommer kun for x — o
eller x — - co. Hvis der om en funktion y = f{x) gaelder, at forskellen mellem f{x) og b, gér imod nul
for x gdende mod uendelig eller minus uendelig, s& har f'en vandret asymptote:

Opskrevet mere formelt, sd skal der gelde, nar y = f(x) har en vandret asymptote for x — o

(1.1) fix)-b -0 for x >0 (ellerx — - o)

Tilsvarende siger man, at y = f{(x) har en skrd asymptote y = ax + b for x — oo, hvis

(1.2) fix)-(ax +b) — 0 for x— oo (eller x — - )

Bemark, at det er forskellen mellem f{(x) og en lineer funktion, der skal g& imod nul. Der giver ikke
mening at sige at to funktioner nermer sig til hinanden, hvis de begge gér imod uendelig eller minus
uendelig.

En lodret asymptote, kan kun forekomme i et punkt, hvor y= f(x) ikke er defineret. Dette skrives

(1.3) fix) >0 for x—>xo+ eller fix)—>o for x—>xo- eller

fix)y > -0 for x >xp+ eller fix) >-o for x — xp-

Som eksempel, skal vi se pa grafen for funktionen f(x)= L2 ; x#2 (Vist nedenfor)

Som det ses af grafen, "smyger" grafen for y = f{(x) sig op ad linien x = 2. Endvidere "smyger" gra-
fen sig for store og smé x, sig langs med linien y = 1. Dette vil man udtrykke (efter at have fort be-
vis for det).

Grafen for y = f(x) har en lodret asymptote med ligning x = 2.
Grafen for y = f(x) har en vandret asymptote med ligning y = 1 forx — o ellerx — - o

ey

Der findes to fundamentale regler, nér vi skal finde greensevardier for en brek =
g(x

(1.3) Hvis g(x) — o eller g(x) — - o og f(x) er begraenset (gar hverken mod uendelig eller
minus uendelig), sa gar breken mod 0.

(1.4) Hvis g(x) — 0, og f(x) ikke gar imod 0, s& gér breken mod uendelig eller minus uendelig.
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Fil Rediger Definer Grafik Husegrafik WUindue Hizlp Afslut
Grafiklindue 1

AKSER{1?»: xnin=—-3, xna
FUNKTIOMS £ @ Fixd= 2-¢ y*10+01
FUNKTIONCGY: g(x>= 1 : o
LINIE(Kk?>: A=<(2,0> , B= ]
[ ]
1.0
0.5_]
— *
[,
=
SFCL P VU P G 7 o Y
-0.5_

Ved at anvende disse to regler, kan vi se at:

f(x):%—)oo for x— 2+ (fra hajre)
x—

f(x)= L2 — - for x—> 2— (fravenstre)

Hvoraf vi slutter, at (grafen for) y = f(x) har en lodret asymptote med ligning x = 2.
For den vandrette asymptote laver vi opskrivningen, idet vi dividerer med x 1 teller og n@vner

X 1 1
x)= = - =1 for x— *twx
/) x=2 12 1-0 %

X
Hvor vi slutter, at y = f(x) har en vandret asymptote med ligningy =1 for x > o

Vi vil nu se pé et eksempel pa en funktion, der har en lodret og en skra asymptote.
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Fil Fediger Definer Grafik Musegrafik Vindue Hizlp Afslut
Grafiklindue 2

AKEERC(1Y ! xnin=—-10, xn
FUNKTIOMS f3: Ffixd= {x~ ]
FUNKTIONM{g}: gi{x)= 1,2 AT
LINIE{k>: A={(-4,0) , B =
[ A
G0
2.0

-€.0_
-10.0
line: 6 colunn: 1
. . x*+2x-2
Ovenfor er vist grafen for funktionen f(x)= T ; x#=—4
X+

Teelleren er for x = -4 lig med 6, sa -4 er ikke et nulpunkt for telleren. Heraf folger det:

2

f(x):M —>o© for x > —4+
2x+8
2 —

f(x)zw ——0 for x> —4-—
2x+8

Hvoraf vi slutter, at grafen for y = f{x) har en lodret asymptote med ligning x = - 4.

Grafen indikerer, at funktionen ogsa har en skrd asymptote. For at bestemme denne, foretager vi
polynomiums division. Vi viser ikke udregningen, men vi fir kvotienten "2x - 1 og resten 6. Folgelig
er:

XX 4+2x-2 1 6
X)=————"=_"x-1+
/() 2x+8 2 2x+8

Vi laver derefter den simple omskrivning:
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F=Cx-=—C 50 for x> +w
2 2x+8

Forskellen mellem f{x) og den linezre funktion y = %x —1 gar imod 0 for x gdende mod plus eller

minus uendelig, af hvilket vi slutter: Grafen for y = f(x) har en skrd asymptote
y=%x—1 for x > to

2. Polynomier og polynomiumsbraker for x—
Vi vil forst vise, at et polynomium af grad >0 vil g& imod o eller - o kun afth@ngigt af fortegnet for
hgjestegradsleddet. Lad

f(x)=ax"+a, x"" +..ax+a, med n>1

Hvis vi saetter x" uden for en parentes, far vi folgende omskrivning;

(2.1) fx)=x"(a,+ 714 A +Lg) med n=>1
X

Hvis x—400, vil fortegnet for det der star inde i parentesen vare det samme, som fortegnet for a,,
idet alle de @vrige led vil g imod nul. Polynomiet vil derfor "opfere sig som" a,x" for x—+oo.

Vi ser da pd en polynomiumsbrek, hvor graden af telleren er storre en graden af nevneren

n n-1
ax"+a, x" +..ax+a,

m m-1
b x"+b, x" +..bx+b,

fx)=

a _ a —m— a _ a _
nxnm+n1 nml+ 71x1m 0 m

(2.2) f(x)= by = n n med n>m

n

o e . : a, .-
Nevneren vil gd imod 1 for x—+o00, og telleren vil "opfere sig som" —-x"" for x—+o0 .
m

Hvis specielt tellerens grad er en storre ens n@vnerens grad, vil polynomiumsbreken opfere sig som
et forstegradspolynomium (en linezr funktion), hvilket betyder, at polynomiumsbreken vil have en
skrd asymptote. Det var netop det, som var tilfeldet med det andet af de indledende eksempler.

Hvis n@vnerens grad er lig med tellerenes grad, altsd hvis n = m, er polynomiumsbreken:
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n n—1
anx +an_1x +..... alir‘aO

bx"+b, x"" +..bx+b,

fx)=

a +a x'+...ax+ax" a +0+...0+0 a
n—1 1 0 n — _n
b,+b, x"'+..bx"" +bx" b +0+...0+0 b

for x — to

f(x) gér altsd imod en konstant, hvilket betyder, at f{x) har en vandret asymptote

(2.3) y= Z” for x — oo

n

Hvis n@vnerens grad er storre end tellerens grad, altsa hvis m > n, foretager vi den samme om-
skrivning som 1 (2.2)

a _ a —m— a _ a _
nxnm+n71nml+ 71x1m+70xm

f(x)=—" i n i med n<m
m—1 -1 b

I+ "=x" +.....—x +—x
b b

Nér n < m er alle eksponenterne negative i udtrykket ovenfor. Dette betyder igen at alle leddene vil
gé imod 0 for x — +oo. Vi slutter derfor.

Hvis n@vnerens grad er storre end tellerens grad m > n, har polynomiumsbreken en vandret asymp-
tote

y =0 for x — oo

Dette var netop tilfeeldet i det forste af de indledende eksempler.
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Kap 5. Numerisk lgsning

1. ligninger

Der er mange ligninger, der ikke har en analytisk lesning. Hvilket er det samme som, at der ikke
findes en losningsformel. Ligninger af grad > 2 , kan principielt loses, men der er ingen kendt los-
ningsformel for ligninger af grad > 4. I gymnasiet leerer man som bekendt kun lesningsformler for
forstegradsligninger og andengradsligninger.

I matematikken taler man om trancendente tal. Hvilket betyder tal, som ikke er rod i et polynomium
med heltallige (eller rationale) koefficienter. Som eksempler pa trancendente tal er © og e, hvorimod

f.eks. /3 er et irrationalt tal (dvs. ikke en brek), men ikke et trancendent tal, idet V3 errodi poly-
nomiet x*-3.

Trancendente funktioner er f.eks. sin, cos, tan, In og €.

En rationel funktion er et polynomium eller en polynomiumsbrek med heltallige (eller rationale)
koefficienter.

Til ligninger, der principielt ikke kan loses analytisk herer de trancendente ligninger. Hvilket vil
sige ligninger, der bdde indeholder en rational funktion og en trancendent funktion.

1.1 Eksempel
En simpel trancendent ligning kunne f.eks. vaere €' =x + 2.
De fleste moderne grafregnere, har en metode til at lose sddanne ligninger, og hvis man forseger finder man x = 1,1462

1.1 Bisektion

Bisektion, betyder at halvere, og det er ogsd metoden til numerisk nulpunktsbestemmelse.

Lad os antage at man har en kontinuert funktion y = f{(x) i et interval [a, b] og der gaelder

fa)f(b) <0, saledes at fla) og f(b) har forskelligt fortegn. S& ma f{x) = 0 i mindst et punkt mellem a
ogb.

Vi antager at f{a) < 0 Man udregner nu funktionsvaerdien i midtpunktet af [a, b] m = %2(a+b).

Hvis f{m) = 0, har man fundet nulpunktet ellers, hvis f{m) > 0 ligger der et nulpunkt i intervallet

[a, m] ellers ligger der et nulpunkt i intervallet [m, b]. Herefter gentager man processen med det nye
interval, og sddan fortsatter man, indtil man har lokaliseret nulpunktet tilstreekkeligt negjagtigt.
Efter 10 halveringer (iterationer), er nulpunktet bestemt med en nejagtighed pa (b-a)/2'°.

Bisektion er let at anvende pd en computer, men er relativ langsom, at anvende manuelt.

1.2 Regulae falsi

Forudsatningerne er de samme som for bisektion, men ideen er den at man tilnermer funktionen
med en lineer funktion i intervallet [a, b] og bestemmer den linegre funktions skaeringspunkt med
1. aksen. Den line@re funktion, som gar gennem (a,f(a)) og (b, f(b)) er

y—f(a)=w(x—a)
—d

I denne ligning satter vi y = 0 og finder forste tilnermelse til skeringspunktet:
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___ b-a
e =@ @

P& samme made som for, hvis f{m) = 0, har man fundet nulpunktet ellers, hvis f{m) > 0 ligger der et
nulpunkt i intervallet

[a, m] ellers ligger der et nulpunkt i intervallet [m, b]. Her efter gentager man processen med det nye
interval, og sddan fortsatter man, indtil man har lokaliseret nulpunktet tilstraekkeligt nojagtigt.
Regulae falsi konvergerer langt hurtigere en bisektion, og denne metode anvendes af mange compu-
tere og grafregnere. Man standser i reglen, nar man har fundet to verdier, hvis afstand er mindre end
den enskede ngjagtighed.

1.3 Newton Raphsons metode

Denne metode er meget elegant, men krever kendskab til funktionens differentialkvotient. Den kree-
ver ikke, at man kender funktionen i to vaerdier, hvor f{a)-f(b) < 0, men den krever at man har et geet
xo, der ikke ligger "alt for langt fra" nulpunktet. Ideen er simpel.

Man tilneermer funktionen med det approximerende 1. grads polynomium (tangentligningen), og
finder nulpunktet for denne som en tilneermelse til nulpunktet for f.
Man giver x, en tilvaekst 4, og bestemmer 4, saledes at man rammer nulpunktet i denne approxima-

tion
) = £ (i) + [ (ig)h =0 = h=—T )
f'(xo)
S(x)

FIees Hvis f(x;) = 0, er nulpunktet fundet, eller gentager man
Xo

processen for at bestemme et /;.

Man satter sd x, =x, +h=x, —

S
f'(x1)

, 0g sadan fortsettes, indtil man har opnéet en tilstreekkelig negjagtighed.

S(xp+h)=f(x))+f"(x))h =0 = k=

S ()
S'(x1)
Newton Raphsons metode konvergerer hurtigt, nir blot man er 1 neerheden af nulpunktet, og f*"(xo)
er forskellig fra 0 i1 x¢. Eller man ikke kommer i neerheden af et nulpunkt for f'(x). I dette tilfaelde
kan man blive kylet endog meget langt veek fra nulpunktet.

Man satter sd xp=x;—
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Kap 6. Funktionsundersggelse

1. Undersag og tegn

For indforelsen af grafregneren i gymnasiet omfattede en funktionsundersegelse alle folgende ne-
denstaende punkter. Hvad angér det sidste punkt om tegning af grafen, sé er det tilsyneladende ikke
leengere noget krav, at man selv skal kunne tegne funktionsgrafen pa et stykke kvadreret papir. Det
er pé sin vis lidt underligt, alt den stund, at alle de evrige punkter netop er forudsatningen for dette.

Vi antager, at der er forelagt en funktion y = f{x). Opgaven kan lyde:
Undersog f(x), med henblik pé nogle (méske alle) af nedenstaende punkter.

1.

2.

Definitionsmaengde Dm(f).

Nulpunkter og fortegn for f{x). Dette indebzerer, at lose ligningen f{x) = 0, og lave en for-
tegnslinie, som f.eks. skitseret neden for. P4 fortegnslinien skal afsettes nulpunkter og de
punkter, hvor f(x) ikke er defineret.

fx):+ 0 -  + 0 -

| 0 | >

X X1 X2 X3

(+) betyder, at f(x) er positiv. (-) betyder, at f(x) er negativ. Man behover ikke, at skrive i
ord, at f{(x) er positiv i intervallerne ]-oo, x;[ osv. ,men man mé godt. Bedre, (men det er hel-
ler ikke noget krav), at skrive, at da f{(x) er kontinuert, kan den ikke skifte fortegn mellem
nulpunkter, og punkter, hvor den ikke er defineret.

Eventuelle lodrette, vandrette eller skrd asymptoter, samt i ovrigt funktionens opfersel for
X — ©o0g x — - oo, hvis disse greenser er i definitionsmangden. Hvis y = f{x) ovenfor har
en lodret asymptote i x», s& kan man af fortegnsvariationen for f, umiddelbart se, at

fix) > -oforx —>x;- og flx) > woforx —x;,+

Monotoniforhold. Dette er beskrevet udferligt i kap 3. Man ska/ her angive de intervaller,
hvor fer voksende og hvor fer aftagende (evt. konstant). Hvis man bliver bedt om at angive
lokale max og min, skal man ogsé det.

Tegn grafen. Dette skal gores pa folgende méade. Forst tegnes eventuelle asymptoter, for at
fa overblik over, hvorledes funktionen opferer sig i grenserne. Funktionens maximums-
punkter og minimumspunkter, skal veere med som stottepunkter. Kender man nemlig max
og min, samt asymptoterne, er det som regel nemt, at fa et overblik over funktionens ud-
seende. Advarsel! Grafregneren kan godt finde pa at forbinde to stette punkter, pa hver sin
side af et punkt, hvor fikke er defineret. En sddan graf bygger ikke, pa ovenstdende punkt 1)
til 4), og giver derfor ingen point i bedemmelsen.
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6. Vardimangde. Vm(f). For funktioner, der er defineret overalt, kan man umiddelbar aflaese
verdimangden af punkt 3) og 4). | andre tilfelde, kan man afleese verdimangden af grafen,
idet man dog skal angive de udregnede max og min verdier, ikke vaerdier som aflaeses pa
grafen.

7.1 Eksempel.
Undersog og tegn grafen for flx) =-3x> - 9x* +3x+9

1. Dm(f) =R
Nulpunkter og fortegn: fix) =0 < -3x”-9x*+ 3x+ 9 =0 (denne ligning er lost pa side 45. Gentaget her)

Hvis polynomiet har heltallige rodder, skal de seges blandt divisorerne i 9, somer {+1, 3,49
Ved indsetning ses at x=1 er rod. Ved division med x-1 fés:

x-1] -3 -9 +3x+9 |-3x*- 12x-9
3x0 + 322
S12x% 4 3x+9
-12x% + 12x
-9x+9
9x+9
0

Ifelge divisionsligningen er
Bx -9 +3x+9 = (x-1)(3x°- 12x-9)
Og den oprindeligning er derfor ifelge nulreglen ensbetydende med
x-1=0 v 3x-12x-9=0 <

x=1v X+ 4x+3=0 < x=1v x=-1v x=-3

fx)=-3x -0 +3x+9 = 3(x-1) (x +1) (x + 3)

Af denne faktorisering for f, er det relativt nemt, at bestemme fortegnsvariationen for /. Eller man kan blot ud-
regne en funktionsverdi mellem nulpunkterne, og se om den er positiv eller negativ.

X: -3 -1

fx): +0 - 0 +
\

e
1

3. Asymptoter. Grafen for f'har ingen asymptoter, men fix) —» - for x— o ogfix) > o for x— -

4. Monotoniforhold. Vi udregner f(x) = -9x” - 18x + 3.

443

fx)=0 < 9’ -18x+3=0 < 3x’+6x-1=0 < ¥= e

H+

x~2,155 v x=-0,155
Fortegnsvariationen for f'(x) , kan lettest bestemmes ved at bemaerke, at /'(x) er et andengradspolynomium, der
vender grenene nedad.

f'x): - 0+ 0 -
| | >

| |
X: -0,155 2,155

Af fortegnsvariationen for /", ses at:
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fer voksende i intervallet

3-2J33 + 243
37 3

3 - 243 34+ 243
3 |%® 3 7

243 3+ 243
3

f'har lokalt min i 3% og f'har lokalt max i

fer aftagende i intervallerne —00,

Nedenfor er f{x) undersegt og tegnet med et matematikprogram. f{x) = 0 er lost. f(x) er udregnet analytisk, og f"'(x) =0
er lost. De lokale max og min er fundet. Endelig er fundet tangentligningen i x = 0,5.

Fil Rediger Definer Grafik Musegrafik Vindue Hi=zlp Afslut

AKEERC1}»: xmin=-3, xna
FUMKTIDMC £ Flx)= -3 o
DIFFKUVDCF» D 7 (=)= —3I= sy
LIGHNINGC1Y: f(x)=0 ; D
LIGHIMGC2): f" {(x>=0 :
PUNMKTC(DO>: P=(-2.15347.f
PUNKTC1>»: P={(0.1547, f{
TANGEMT(s): »0=0.3: ff(

¥

Iy
L L L e L L B P
-5.0 -3 -1/0 1. 20
2.0
[z -
-&.0]
-1o.0d
line: 9 column: 1
Fil Rediger Definer Grafik Musegrafik Uindue Hi=zlp Afslut
AKSERC(1>: xnmin=—5, xmax=5%. uynin=—10. uynax=10, punkter=300
FUNMKTIONC F>»: Flxd)= —JFxxx"F-9muxx~2+I%x+9? ; Dn=R ﬁ
DIFFKUDCF> D F7 (xd= —3x(3@Men(I—1D>—F={ M~ {2-1322+3+0 5
LIGNHINGC(1?>: f(x>=0 ; Dmn=R <=2> L = {-3.0000; -1.0000; 1.0000; >
LIGHINGC(2?>: f " (x>=0 ; Dn=R <=> L = £-2.1547; 0.1547; ¥

PUNKTCOD>: P=C(—-2.1547, f(x>)>=C(—-2.1547,-9.23762>
PUNKTC1>: P=C0.1547, f(x>>=¢C 0.1547, 9.2376>
TANGENT (s> »x0=0.5; Ff{x0)= T7.875 ; si{xd=—8.2500x+12. 0000

line: 9 column: 1

7.2 Eksempel

2 1 3x-7

2
Undersag og tegn grafen for flx) = al 73
X —
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1. Dm(f)= {x|2x-3#0} =R\{3}.
—3+/65

2. Nulpunkter og fortegn. fix)=0 < 2x2 +3x-7=0 < x= — S xr-2,77v x=1,27

Fortegnsvariationen, kan altid findes ved at udregne en vardi af f{x) og afgere om f{x)>0 eller f{x)<0, men man
kan ogsé konstatere, at teelleren er et andengradspolynomium, hvor grenene vender opad, sé det er negativt mel-
lem redderne og ellers positivt. Endvidere er navneren negativ for x < 2 og positiv for x> 2.

J):

-0 + 0o - +
I I
2.

wiw O
\Y

x: 77 1,27
3. Asymptoter. Da I er et nulpunkt for nzevneren, som ikke ogsé er et nulpunkt for teelleren, gar flx) mod uendelig

eller minus uendelig for x gaende imod 3. Af fortegnsvariationen ses imidlertid.
fx) —> -0 forx — 3-  og fx) = o forx — I+

Grafen for y = f(x) har en lodret asymptote med ligning x = .

For at undersgge skré asymptoter, foretager vi polynomiers division.

2x-3]2x% +3x -7 x+3
2x% - 3x
6x-7
6x-9
2

Af divisionsligningen foelger: f(x)=x+3+

2
%3 = f(x)—(x+3):m—>0 for x >t

Grafen for f'har en skra asymptote for x — + oo med ligning y = x + 3.

4. Monotoniforhold:
(4x+3)(2x-3)—(2x% +3x-T7)2 _ 4x2 —12x+5

S =
(2x-3) (2x-3)
2 1 5
f(X)=O = 4x° -12x+5=0 < szV x:E
fe: + 0 - -0+
| 0 \ > Af fortegnsvariationen for f"(x) ses, at
x: 0,5 L5 2,5

fx) er voksende i intervallerne ]-o0; 0,5] og [2,5; oof
fx) er aftagende i intervallerne [0,5; 1.5[ og ]1,5; 2,5]
f(x) har lokalt max i 0,5. f{0,5) = 2,5. fix) har lokalt min i 2,5. 2,5) = 6,5

Af fortegnsvariationen ses, at funktionen ikke antager nogen veaerdier i intervallet ]2,5; 6,5[ . Dette ses ogsa lettest af
grafen. Vaerdimengden for fer derfor: Vm(f) = R\]2,5; 6,5[ = ]-0; 2,51 U [6,5; oo[.
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FTI\ HRediger Definer Grafik Musegrafik Uindue Hizlp Afslut

AKSEERC(LY: xnin=-3, xna
FUNKTIONCF): Flxd= (2= 10401
LIGHING{1>: fd{x>=0 ; D P
DIFFKUOL F>: F' {xxd= ({2
LIGHNING(2>: f* (=0 :
FUNKTIONCG): gl(xd= x+3
LINIEC(k?>: A=C(1.5.0) .
PUNKT{O0: P={(0.53, f{x>>
PUNKT{12>: P=(2.53, F(x>»>

Ly

...
o
Lo |

(=
w
L

/

_5%...,..._1,0.... A iaanan e

¥

1
[=
ol
|

line: 10 colunn: 1

Fil Rediger Daefiner Grafik Musegrafik Uindusas Hi=lp Afslut

HOMAME . MAT

AKSERC(L> ! xmin=—5, xmax=53., wnmin=—5. wynax=15, punkter=300
FUMKTIOMNC F) @ Flaud= (23 2+IFM—TIA(2¥—3) I Dn=w{ >3 2

LIGHING{1>: Ff{x>=0 ; Dmn=R <=> L = A—-2.76356; 1.2636;: ¥
DIFFKUOC F>: F' {(xd= {({(2#(23c~(2—-1>>+ P‘)*(2*%—3)—(2*%“2+3*x—7)*(2—0))/(2*%—3)“
LIGHNIMGCZ2)>: f" (x)=0  Dm=x<{>3,2 <=>» = = € 0.5000; Z.3000;: >

FUNKTIONC{g?: gi{x}= =x+3F ; Dmn=R

LINIEC(KY: A={1.5,.0 , B={1.5001.20% : ki{x>=200000.0000%x—300000. 0000
PUNKTCO>»: P=({0.3, f(x2>>=¢( 0.3000., =Z.30002

PUMKTC1>»: P=<{2.5, f(x>>=( 2.5000. &.5000>

lina: 10 column: 1

7.3 Eksempel

sin 2x
1+cos2 X
sin2x er periodisk med perioden m , og cos (x + m ) = - cosx, s cos’x er uforandret

Vi vil undersgge funktionen f(x)=

1. Dal+cos’x >0 foralle x, er fx) defineret i hele periodeintervallet.

2. Nulpunkter og fortegn: f{x) =0 < sin2x=0 < 2x=0 VvV 2x=nV 2x=2n < x=0 v x:%v X=r

X: 0
3. Grafen har ingen asymptoter

oA o
v

40

i intervallet [0,m] . Dette er nemlig et periodeinterval for funktionen, idet
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4. Monotoniforhold.

()= 2cos 2x(1+cos2 x)—sin 2x(2cos x(—sin x)) 2(2 0052 x—l)(1+cos2 x)—4 cos2 x(l—cos2 X)
(1+cos2 x)2 (1+c0s2 x)2
1 1
6(cos x——=)(cosx+—)
1) = 6cos2 x—2 _ 3 V3
2 2 2 .32
(I4+cos” x) (I+cos” x)

1 1
'x)=0 © cosx=—= Vv cosx=—+ <& x=0,9552 v x=2,1864
S0 5 5

1100): + 0 - 0+
| |

} > Af fortegnsvariationen for /' (x) ses
x: 0 0,96 2,19 T

fer voksende i intervallerne [0; 0,9592] og [2,1864; n]
fer aftagende i intervallet [0,9592; 2,1864]

fhar lokalt max i 0,95552 og lokalt min i 2,1864. Vi vil forsege at beregne funktionens max og min eksakt.

. . [ 2 . . 1 1 . \F
idet sinx=4/l-cos“x i [0,7] ,sd cosx=—= VvV cOSX=——= = Sinx=,|—
V3 V3 3

sin 2x 2sin xcos x
Sl === 0

1+cos” x l+cos” x

2sinx cosx; _ 2\@@ :Q

, herved fas de to ekstremumspunkter x; og x,.

2sin x, cos x, 2\@(—@) _ A2

S(x) = and  f(x,)= =
Y 14cos’x, 1+1 2 7 l4cos’x, 1+1 2
Da f{0) = fim) = 0 er funktionens verdimangde {—\/25, \/25}

GrafikVindue 1

AKEERCL)Y ! xmin=0, xmax
FUNKTIONCf3: Fflxd=sin( o
LIGNINGC(1>: f(x>=0 ; P
DIFFKUVOC(FY . 7 (x)= (cov T
LIGNINGC(Z?>: " (x>=0 ;
PUNKTCO>: P=(0.93353, ¢
PUNKTC1>: P=(Z2.1863, ¢

0.5

-0.5

-1.04

-1.61

line!: 9 columnn: 1
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Fil Rediger Definer Grafik Husegrafik Uindue Hizlp Afslut
AKEER(13: xnin=-0, xmax=pi, ynin=-1.5, umax=1.5, punkter=300

FUNKTIOHCF> D fi{xd= sin{23d s (l+cos(x)"2) ;| Dn=0{=x{=pi

DIFFKVOCFY: F' {(x)= (cos{2¥x (2} H{1+cos{(x?"Br)—sin{(2#x) ®{0+2¥cos{x>~{(2-1)%#(-s5i
LIGHINGC(1>: f(x»=0 ; Dm=R <=> L = { 0.0000; 1.5708; 3.1416; >

LIGHINGC(Z2>»: f’'{(x)=0 ; Dn=R {=> L = { 0.9553; 2.1863; ¥

PUNKTCO>: P=(0.9353, f(x>>=( 0.9353, 0.7071>

PUNKTC(1>»: P=(2.1863, f(x>>=( 2.1863,-0.7071>

line: 8 colunn: 1

7.4 Eksempel

1
Vi vil undersgge funktionen f(x) = il ; x>0
x

2 Nulpunkter og fortegn f(x)=0 < Inx=0 < x=1

Sx): -0 4
0 | >
X: 0 1
3. Asymptoter.
Inx In x
f(x)=— 5> -0 for x > 0+ og f(x)=— > 0+ for x > o
X x

Grafen for y = f(x) har en lodret asymptote med ligning x = 0 og en vandret asymptote med ligning y =0

5. Monotoniforhold

lx—l-lnx =1 x
[l@=F =
X X
f: o0 -
f'(x)=0 © Inx=1 < x=e¢ 0 I >

X: 0 e
fix) er voksende i intervallet ]0; e] og aftagende i intervallet [e, oof

. 1 . . 1
Heraf ses at den ma have stersteveerdi i e. fle) = —. Folgelig er veerdimangden } —00, }
e
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HONAME . MAT

AKSERC1Y : 1, =nma
FUMKTIOMC F>:@ F{x2 In<
LIGHNINGC1>:
DIFFKUOC ) :
LIGHNINGCZ):

PUNKTCOY: P=(2Z.7183, f(

&

ol b b b Iy
b e

£4

[N
L L L L
G.0 7.0

|
o
o
L

linea: 8 colunmn:

AKEERCL> ! xxmimn
FUNKTIOMNCFY: Flxd H >0
LIGHINGC1>: < 1.0000; ¥
DIFFKUOC F>: CLl/ e¥x— 1IN x> P w2
LIGHINGC(2>: f’' (x>=0 ; Dn=R <=2> L = £ 2.7183; >
PUNKTCOY: P=(Z.7183, flx>2=«( 2.713% 0.3679)




