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Raketfysik

1. Raketligningen

Raketligningen kan udledes ud fra impulssatningen. Vi antager at vi har en raket med masse

m = m(t), Raketten drives frem ved at der udslynges en konstant masse p pr. tidsenhed p = -dm/dt
med hastigheden u i forhold til raketten. Herved foreges rakettens hastighed fra v til v+dv.

I forhold til en iagttager, hvor raketten har hastighed v, udslynges massen dm med hastighed v — u.
Impulssatningen p(t) = p(¢+df) giver herefter:

(1.1) mv=m+dm)(v+dv)+(—dm)(v—-u) <

mv = mv + mdv +vdm + dmdv + udm — vdm

Vi bortkaster leddet dmdv (da det bliver 0, ved division med dt og dt -> 0). Efter reduktion af
ligningen fir man:

(1.2) mdv+udm=0 < dv:—ud—m

m
som integreres til raketligningen

(1.3) v=v, =uln L
m

Hvorm =m, = my - ut

1.1 Kinematiske forhold ved raketopsendelse fra jorden

Opfatter vi m og v, som funktioner af tiden, bliver ligningen: dv = —ud—m efter division med dt
m

omskrevet til:

(1.4) dv: 1 dm

E m dt

Hvis raketten opsendes lodret, ma vi ved beregningen af hastigheden tage hensyn til
tyngdeaccelerationen g, hvilket giver:

(1.5) ﬂ:_ﬁd_m_
dt m dt
som integreres (ledvis) til:
m
1.6 v—v, =uln(—>)—gt
(1.6) 0 (m(t)) 8

Skal vi bestemme stighgjden (den straekning, som raketten tilbagelaegger), skal vi udregne:

§—8,= jv(t)dt = j(u In(—>)—gt)dt = uj(ln(mo) —In(m(2))dt — gjtdt

m
m(t)
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t
For at udregne integralet: j In(m(#)dt , anvender vi formlen: J-ln xdx=xlnx—x
0

jln(m(t)dt — —ljln(m)dm :{—l(m(t)ln(m(t))—m(t))} =
2 My H

0

t
[in(m(e)de = —%(m(t) In(m (1))~ m(¢) — (m, In(m,) = m,)
0

Efter reduktion finder man udtrykket for strekningen:

(1.7) 5—5, zumln(ﬂ)—ut—%gt2 ; hvor m(t)=m, — ut
u m(t)

2. Gastryk-raketten (Vandraketten)

Vi antager, at vi har en raket, hvor drivmidlet (vand/gas) stedes bagud med hastigheden « i1 forhold
til raketten, hvilket sker gennem en lille &bning med tvaersnitsareal 4.

Vi antager, at trykket, hvormed vandet/gassen presses ud er konstant under hele forlgbet. Dette kan
naturligvis ikke opretholdes, men uden denne antagelse bliver tingene simpelthen for indviklede.

Trykket udenfor er normaltryk p, , mens trykket inde i raketten er p. For at bestemme hastigheden,
hvormed drivmidlet udstedes, anvender vi Bernoullis lov, der geelder langs en stremningslinie fra (1)
til (2). Vi benytter betegnelserne: p = tryk, p = massefylde (konstant), v = hastighed.

2.1) pi+Ypy] = py+Vapv,’

Vi satter (1) = ”inde 1 flasken” og (2) = "udenfor for flasken”, og derfor vi = 0, p, = pp og v>» = u,
som giver ligningen: Ap = p, — p, = %2pu’ Ligningen kan lgses mht. u, som giver:

(2.2) u= /ﬂ.
yo,

Den masse, der pr tidsenhed, udslynges gennem ébningen med tversnittet 4, kan bestemmes af
formlen:

== A
H i Pu.

Nemlig den masse dm, der befinder sig i et “ror” af lengde udt og tversnit 4, altsd Rumfang
dV =uAdt, sa dm =p dV = p uAdt.

(2.3) Eksempel med vandraket.
Visatter: 4p = 1,0 atm = 1,0 10° Pa. p=1,0 10° kg/m’. 4=n (1.0-10%)* m*.=3,14:10"* m?

5
(2.3.1) uzwf%m/S=l4,lm/s og C;—T=103-14,1-3,14-10_4kg/s:4,4kg/s
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Hvis raketten uden vand vejer 50,0 g, og der er 0,5 / vand i raketten, vil den opna en (lodret)

hastighed v. Med ci]_m =4,4kg/s, vil det tage 0507 _ 0,11s at temme beholderen.
t >
Hastigheden beregnes af
v—y, =uln(%)—gt =
(2.3.2) m

v=uln(Z0) — gt =14,1-In(11)-9.82:0,1 1 m/s = 32,8 m/s
m

Rakettens lodrette stighojde kan udregnes af ligningen: v* — v02 =2a(s—s,), som 1 dette tilfeelde

bliver: 0— vo2 =—-2gh = h= 55 m. Dette kan sammenlignes med den mélte stighejde: 14 m.

Det er ikke meget overraskende, at man finder en langt mindre stighejde. Vi har antaget at trykket
var konstant i beholderen. Vi har set bort fra enhver form for energitab pa grund af friktion. Endelig
vokser stighgjden med kvadratet pd begyndelseshastigheden, s& den halve begyndelseshastighed
passer med den malte stighgjde.

Alligevel, har vi en fysisk beregning, der kvalitativt kan forklare hvordan vandraketten fungerer.

3. Lightergasraketten

Lightergasraketten er blot en sodavandsflaske, hvor der er boret et lille hul 1 kapslen. Med det
rigtige blandingsforhold af Butan og ilt i flasken, anteender man indholdet ved at holde en tendt
lighter hen foran hullet i1 kapslen, hvorved blandingen antendes og udvikler sig eksplosivt.

Brandstoffet ved lightergasraketten er Butan: C,H,y (M = 58 g/mol), som reagerer med O,
(M =32 g/mol) efter reaktionsligningen:

(31) 1C/»Hyg+6,50, -> 4CO, + 5 H,O

Hvis reaktionen skal foregé eksplosivt, skal mangden af Butan vare afstemt med mangden af
oxygen. Det fremgar, at for hvert mol Butan, skal der vaere 6,5 mol Oxygen.

Ifolge Avogadros lov (og tilstandsligningen for ideale gasser) fylder det samme antal mol af
forskellige gasser (ved samme tryk og temperatur) det samme.

Rumfanget af Butan, skal altsa veere 2/13 (1/6,5) af oxygenrumfanget.

Hvis beholderens rumfang er V, er rumfanget af O, ca. 0,20V. (Atmosfzren bestar af 20% oxygen)
Og rumfanget af Butan skal vaere: 0,20/6,5 V = 3,08 102 7.

Hvis = 0,5 =500 ml, giver det 15,4 ml Butan.

Brendverdien for Butan er 45,8 MJ/kg.

15,4 ml = 15,4 ml/24 [ /mol = 6,42 10 mol.
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Massen af Butan: m = 6,42 10™ mol 58 g/mol = 3,72 107 g =3,72 10" kg

Brendverdien: Q = 3,72 107 kg- 45,8 MJ/kg = 1,70 kJ.

3.1 Trykforhold for lightergasraketten

For gasser er massefylden ikke konstant, hvilket komplicerer regningerne en hel del. P4 samme
made, som vi antog, at trykket var konstant ved vandraketten, vil vi antage at massefylden er
konstant ved lightergasraketten. For en kvalitativ beskrivelse af raketten er det underordnet.

Vi skriver premisserne nedenfor:

2Ap
P

1. Bernoulli (som for): Ap=p,—p,=%pu’ = u=

2. m =n-M (' masse = antal mol x molmasse)

3. Tilstandsligningen: P = nR—VT = dP= %dn

4. Kontinuitetsligningen: u= —ij—m =pud < dm=-puddt
t

Som for presses gassen (dn mol) ud af en 4bning med tversnitsareal A.

(3.2) szEdn = RT dm = —EpuAdt og u= 24 giver
V 7 VM P
RT
dp=———2(p— Adt
== (P=po)P
2poRT
dp=—"———.p—p,dt
p M P—Dy
dp
(3.3) dp=—k\p—p,dt << ———=—kdt
P =P

Med nogle passende verdier: 4 = 1,26 10° m* , T=500 K, py= 1,0 atm, V=0,50 1, M =29 g/mol,
og p = 1,29 kg/m’, finder man en veardi for k, = 5,80 10°.

Differentialligningen lader sig ret let integrere. Vi antager et (forelabig ukendt) begyndelsestryk p;.

I\/Tpo —kJ‘df = 2\/p—p0—2\/p1—p0=—klt

0
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Ligningerne kan nu ikke anvendes til s meget, fordi vi ikke kender begyndelsestrykket. I den naeste
beregning, vil vi forsgge, at beregne dette tryk ud fra varmeudviklingen af den kemiske reaktion.

Vi vil derfor modificere modellen, siledes at den varme Q, der frigeres ved reaktionen mellem
Butan og ilt, forlaber over en vis reaktionstid #,, som vi satter til 0,50 — 1,0 sek.

Vi har tidligere beregnet Q = 1,70 kJ. Vi satter 4 =1,26 10~ m*. Cqas € en vardi for luftens
varmefylde.

(3.4) d0=Ldt=m ¢ dT = dT-—2 _d—kdr

= t_ gas ™~ gas tm ¢

r r' " gas™ gas

Ud fra tilstandsligningen PV = nRT finder man: dP = %dT (nér det antages at V og n holdes

konstant). Faktisk, sa er n ikke konstant, da der forsvinder gas ud af raketten, men tingene kan ogsa
gores for indviklede. Indsettes nu udtrykket for d7, finder man ligningen:

dP:%dT MR 9 ok

V trmgascgas
-2 3
(3.5) K, _nR_ 0 2,{4103 mol 8,31]/(m7(;l K)-1,7 1(3) J ~9.8-10° SI
V tm,.c 5,0-107"m”-1,05-0,604-10" kg -1,0-10"J / kgK

r'"gas™ gas

Differentialligningen bliver herefter:

(3.6) %:—kl -, +k, %:—5,801-103 p—py +9.8:10°

Differentialligningen kan separeres og (med kun lidt besvar) integreres:
p

dp (4
ikf+h P—Dy !t

Integralet er af formen: j Det loses ved substitutionen vx =¢ = x=1> = dx=21dt

dx
a+lx’
dx ¢ 2tdt

Ia+J; Ia+t

. Efterfulgt af substitutionen a + ¢ = z.

.[2tdt :2.[2_adz =2z—2alnz:2(a+\/;)—2aln(a+\/;)
a-+t z

Indsatter vi: x = p - py, men beholder a = k,/ k; fér vi for vores oprindelige integral:
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2(a++p—-p,)—2aln(a+.p—p,)—2a+2alna=-kt <
+ J—
2gin NPT 0 g

a

pP—Dpo =kt

Losningen kan imidlertid ikke anvendes til ret meget, da man ikke fra ligningen kan isolere p = p(t).

For at undersage, hvorledes trykket vokser op er man henvist til en numerisk integration. Hvor
meget trykket vokser til, athenger en del af, hvor leenge den kemiske reaktion varer.

Vi er interesseret 1 at beregne den (totalt) overferte impuls til gasraketten.

d(mv) = udm = upuddt = pAu’dt og  u= 2Ap=p) giver:
"

dpimpuls = d(mV) = 2A(p - pO )dt
Den sidste ligning kan samtidig leses numerisk, nar vi beregner trykket.

Antager man, at reaktionstiden ¢, er 0,5 s, finder man at trykket vokser til 2,1 atm og impulsen
overfort til raketten er 1,15 kg m/s.

Antager man, at reaktionstiden ¢, er 1,0 s, finder man at trykket vokser til 1,3 atm og impulsen
overfort til raketten er 0,65 kg m/s.

Et tryk pa 2,1 atm er nappe realistisk, sd vi regner videre pd den sidste vardi.
Pior = 0,65 kgm/s. Satter vi dette lig med impulsen overfort til raketten, fAr man:

0,65

W=29m/s.

Protar =Mygrerv =0,65 kgm/s  0g mygper = 22,3 g. farman: v=

Ved forseg, hvor lightergasraketten blev affyret pa en rampe med en elevation pa omk. 15° fandt
man ud fra kastevidden en mélt hastighed pa omk. 12 m/s.

Som det var tilfeldet med vandraketten, sa er der ikke noget egentlig foruroligende ved afvigelsen
af den beregnede hastighed og forseget. For det forste bruger vi tiln@rmede antagelser, men den
storste drsag er nok snarere, at vi ikke tager hensyn til enhver form for friktion og viskositet.

Ole Witt-Hansen
www.olewitthansen.dk



