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1. To legeme problemet. Reduktion til centralbevaegelse

To legeme problemet, handler om at beskrive
bevagelserne af to legemer, hvor kraften
(eller deres potentielle energi), kun athenger
af deres indbyrdes afstand.
Det kan enten vaere gravitationskraften Fg
mellem to legemer med masser m; og m,,
givet ved Newtons Gravitationslov:

F, =g

2
r

Hvor G =6,67 10" Nm?/kg’ og r er afstanden
mellem de to (kugleformige) legemer.
Eller Coulombkraften kraften /- mellem to

ladninger Q; og O>.
=9,010° Nm*/C?

I 90

F,=——>=5=% hvor
drs, r 4rs,

Det viser sig, at to legeme problemet kan reduceres til at lose en differentialligning for en
centralbeveagelse, hvilket jo betyder, at kraften péd legemet, kun athaenger af afstanden til et fast
givet punkt.

Hvis det ene legeme er langt tungere end det andet, vil bevaegelsen af det lille legeme med god
tilnermelse vere en centralbevagelse. Det gelder f.eks. for bevagelsen af en satellit omkring
jorden eller planeternes bevagelse omkring solen.

Men ser vi pa systemet mane og jord, sd er der markbare afvigelser fra centralbevegelse.

I det folgende betegner vi differentiation med hensyn til tiden med en prik over bogstavet, saledes
. dx . dr
x=— celler r =—.
dt d

Massemidtpunktet for de to legemer, betegnes G.
Hvis 7 og 7, betegner stedvektorerne til de to masser m; og m; er stedvektoren til
massemidtpunktet givet ved:
(1.1) poo Mt mn
m, +m,
¥ =1, —r, er vektoren fra m; til m;, som vist pa figuren

De to ligninger loses nu, sa vi far udtrykt 7, og 7, ved ¥ og 7. ¥ =1, —r, ganges derfor med m;

m v, +m,r, = (m, + m,)r,
171 272 1 270G - -
(1.2) - . = K=t
Myl — myry = m,r m, +m, m, +m,

Savel kraften imellem de to legemer, samt deres indbyrdes potentielle energi, af haenger kun af den
relative afstand .

m,m
— 1"°"2
E,y=-G=2.
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. . . . 1 .2 1 . 2
Den kinetiske energier:  E,, =3m7" +5m,r,

Ved at indsaette de fundne udtryk for 7 og 7, finder man:

. m . . m .
_ 1 o 2 -\2 1 o 1 —\2
Ey, =3m @+ r). +1my (7 —7)
m1+m2 m1+m2
Visztter v, =7; og u =r og far:
m m
_1 = 2 —\2 1 = 1 —\2
Ey, =3m Qs+ u)” +5m,y (v, u)
m1+m2 m1+m2

Det dobbelte produkt fra de to parenteser, ses at ga ud mod hinanden, og tilbage bliver der:

2 2
m.m m,m
_ 1 2 1 1'% 2" 2
Ey, =3(m+my)v; +5 J

2 2
(m, +m,) (m, +m,)

mm,(m, +m
Ekin:%(ml+m2)vG2+% 1y (1 2)ju2

(m, + mz)2
mm, u?

2
E, :%(ml +m, )V +%
(m, +my)

Vi har hermed faet udtrykt den kinetiske energi ved hastigheden af massemidtpunktet og den
relative hastighed.

Udtrykket m = _ "™ Kaldes for den reducerede masse.
(m, +m,)

Hvis de to legemer udelukkende er pdvirket af deres gensidige tiltraekning, er v, konstant, og vi kan
valge vores koordinatsystem med begyndelsespunkt i G, s& v, = 0.

m,m m
Af udtrykket for den reducerede masse ——2— =——2

= ~ m, hvis m, >>m,,
m
ml + l’l’l2 1+ 72
m
ses at hvis m; er meget storre end m; , svarende til systemet jord/méne, sa svarer det med
tilneermelse til en central bevagelse af minen rundt om jorden.
Energien er summen af den kinetiske og potentielle energi, som hvis der er tale om
gravitationskrafter er givet ved:

_ — 12 mnt,
E=E, +E,  =mu -G
r
mlmz o — =
m= ﬁ er den reducerede masse, » er afstanden mellem centrene pé de to legemer og u =7 .
m, +m
1 2

2. Losning af differentialligningerne for en centralbevagelse

Det er velkendt, at lasningen til bevagelsesligningerne for en centralbeveagelse er en ellipse, en
hyperbel med grensetilfeldene cirkel og parabel. Udledningen er dog langt fra simpel.

Der findes flere metoder, men jeg har valgt at anvende Lagrange formalismen, som jeg har hentet
og bearbejdet fra Landau og Lifshitz: Mechanics fra 1960.
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2.1 Lagrange formalismen
I Lagrange formalismen er den kinetiske energi 7 og den potentielle energi U udtrykt i

generaliserede koordinater: ¢,,q, ,q;,..q, med hastigheder ¢,,4,,4;,..q, , hvor g = %

t
Lagrange funktionen er:

L=T-U

og bevagelsesligningerne er:

2.1) ia_L _ oL =
dt agz aqz

For at behandle centralbeveagelsen udtrykker vi forst den kinetiske og potentielle energi 1 polere
koordinater (7, 6)

T=im(x*+3*) hvor x=rcosd og y=rsind

x=rcos@—0rsind og y=rsinf—6Orcosd
Ved at kvadrere disse udtryk, under anvendelse af cos® @ +sin®@ =1 finder man:

T=1m(+ r*0%)

(hvilket ogsa kan ses geometrisk, idet en infinitesimal forskydning ds fra (r,60) til (r +dr,0 +d6)
bestar af en tangential forskydning rd 6 langs buen med radius 7, efterfulgt af en radial forskydning

dr. Stykkerne rd@, dr, og ds danner en retvinklet trekant, si ds® = dr’ +r’d6” , hvorefter udtrykket
ovenfor folger ved division med df’).

Ifolge Newtons gravitationslov er den potentielle energi U(r) = —GM , hvor M er massen af
r

centrallegemet, m er massen af satellitten, og » er afstanden mellem deres centre. Vi satter for

(94
nemheds skyld a = GmM, s U (r) = — —  Herefter bliver Lagrange funktionen:
r

. . [04
(2.2) L:T—U:%m(r2+r202)+7

Som giver bevagelsesligningerne:

ia—lf—a—L:O Rt mf—mr92+%:0
dt or or r
(2.3)
i@_L _oL =0 < i(mrzé) =0 < %rzé = A (konstant)
dt 00 00 dt

Den sidste ligning udtrykker Keplers 2. lov, at arealhastigheden er konstant.
Det areal der begranses af en vinkel df pd en bue med radius r er arealet af en trekant med "hejde”
rdf og grundlinie r lig med V2r°d0 .

Den tangentielle hastighed er v =r@, sa konstant arealhastighed kommer ud pa det samme som, at
impulsmomentet M =mr’0 =mrv,, ceniar €T KODStaNt, som vi ogsé ved fra mekanikken.
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Til bestemmelse af banekurven er de Lagrange’ske bevagelsesligninger ikke si anvendelige, da det
er 2. ordens differentialligninger, sé vi anvender i stedet udtrykket for energien, som er en 1. ordens
ligning.

(2.4) E=T+U=im@ +r6>)-%
B
Her eliminerer vi 62, ved at anvende udtrykket for impulsmomentet: M = mr>@, og isolerer
2
0’ =——, som indsat giver:
mr
2
E=1mi*+ M - - Herefter isolerer vi 7 = 9"
2mr® 1 dt
2
dr = \/ 2E _ % + 2a Hvorefter vi isolerer dt:
dt m mr- mr
di — dr
\/2E M 20
m  m'r mr
) ) ,do mr* ) )
Endelig noterer vi os, at: M = mr o = dt= d@ , som indsat giver:
40 = M2 dr _ %2 dr
mre 2E  M? 2a T M? 2ma
m  mre mr r r

Ved integration, finder man herved sammenhangen mellem 6 og r, det vil sige banekurven i polere
koordinater.

izdr
=M j s
\/ omE -2 2me
r r
) L 1 1
Vi anvender nu substitutionen z=— = dz=-—dr

r r
—dz

=M
J-\/2mE—M222 +2maz

Vi vil forsege, at omskrive na@vneren, si den kommer pa formen: 1—x” .
Hvis M?*z*er kvadratet pa 1. led og — 2ma z skal vare det dobbelte produkt, ma det andet led vare

givetved: 2maz=2Mzy = y= % . P& denne made:

dz

0=—M|

\/2mE—(Mz—ma)2+(maj
M M
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2
Endelig satter vi 2mE + (%) = * og flytter denne faktor udenfor kvadratrodstegnet:

Samtidig med at l(Mz - m) =x = dz= ﬁdx og integralet er reduceret til:
y/j M M

Hz—j dx = fO=cos'x <& x=cosb
1-x*

Og ved at substituere tilbage: l(Mz — m) =cost = (% — m) = ffcosf
p M r M

2 2
Seetter man: p = M- og e=,[1+ 2E—M2 , kan udtrykket reduceres til:
mao mao

(2.4) P —
1+ ecos@

Denne ligning genkendes som ligningen for et keglesnit i polare koordinater. (Se nedenfor).
Ifelge definitionen er e >0.

Hvis 0 < e <1, vil r variere mellem vardierne: IL og IL banekurven er en ellipse eller
+e —e

cirkel for e =0.

Hvis 1 <e er bevagelsen ikke begranset, idet ligningen 1+ ecosé =0 har lesningen: cosé = 1 .
e

3. Ellipsens ligning i polaere koordinater

Ellipsens halve storakse er a. Punktet P har
. koordinaterne (x,y) og de polare koordinater (7,6), som
N Plxyl s () vist pé tegningen. De to brendpunkter F; og F’,, har

& >m koordinater (-ae,0) og (ae,0), hvor e er excentriciteten.

! \ > I en elementar fremstilling og udledning af ellipsens

{
i
" » ligning finder man folgende udtryk
Fy (-ae,0) y for “brendstrilerne”

|Fi/P|=a+ex og |F:P|=a—ex

Samtidig er |F,P| = r, og det ses af figuren, at
x —ae =rcos@ => x =rcosf + ae, somindsati |F,P|=r=a—ex  giver:

r=a—e(rcosd +ae) => r(l+ecosl) =a(l-¢’) &

(3.1) poa=e) £

= = p=—*t
1+ecos@ 1+ecos@

Hvilket ses, at vaere 1 overensstemmelse med (2.4).
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4. Keplers love

Keplers 1. lov: Alle planeterne bevager sig i plane elliptiske baner med solen i1 det ene breendpunkt.

p

Losningen til bevegelsesligningerne » =
1+ecosd

fremstiller for 0 < e <1 en ellipse, hvilket er

indholdet af Keplers 1. lov.
Keplers 2. lov: Alle planeter bevaeger sig med konstant arealhastighed.

Dette folger af (2.3).
%(mrzé) =0 < 1r’0=4 (konstant)

Keplers 3. lov: Forholdet mellem 3. potens af middelafstanden a = halve storakse og 2. potens af
omlebstiden 7, er den samme for alle planeter.

7l
Vi tager udgangspunkt i udtrykket for impulsmomentet M = mr0 som vi omskriver til:

T 2
Mdt=mr’d6 = M [dt=2m[}r’do
0 0

Det forste integral er lig med omlebstiden 7', og det andet er lig med arealet af ellipsen, som er nab.
Sa der gelder MT=2mmnab. (b = halve lilleakse)

2

For en ellipse geelder formlerne: p=a(l—-¢’) og —=(1-€’) = b=——2
a

Ja-e)

;=

2

M
For ellipsen fandt vi: p=—a = M’ =pma = M=.pma
m

Dette indsattes i

_ 2mmab _ 2mmab 2map

T = - —
M Joma  [pmar1-é

Indszettes +/p =/a(l—e®) farman
2map B 27711\/; 2mala

\/pma\/l—ez Imai—e  ma

T =

2 3
(4.4) T o L _ma
4r

q
R
E

Som er indholdet af Keplers 3. lov.
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5. Tilbage til to legeme problemets geometri

Nér banekurven (2.4) for centralbevagelsen af den
reducerede masse er fundet, kan banekurven for hvert
af de to legemer bestemmes ud fra (1.2).

Dette kraver dog, at man kender positionen af
massemidtpunktet G pa forbindelseslinien mellem de
to legemer. Den kan imidlertid elegant bestemmes ved
hjaelp af figuren til hojre.

0G = 1

(m, OP\+m, OP,) <

m, +m,

(m, +m,)OG =m, OP\+m, OP, &

m, (OG- OP) =-m,(OG- OP,) <
- - P
(5.1) m PG =-m, PG = 1HGI_m
|RG| m
Af ovenstdende fremgar, at massemidtpunktet G er placeret pd forbindelseslinien mellem de to
masser, og at G deler liniestykket fra P; til P, i1 det omvendte masseforhold.
Dette kan man for eksempel anvende til at udregne massemidtpunktets placering for systemet
bestaende af jorden og manen.
M mdne
Forholdet —e—=0,0123
Jjord
Afstanden mellem deres centre er ca. 60R, hvor R er jordradius.
Hvis r¢ er afstanden fra jordens centrum til massemidtpunktet G, sd gaelder der ifelge ovenstdende.

(5.2) o Muwe _00123 = 1 —0,729R
60R-r, M

Jord

Massemidtpunktet befinder sig altsa inden for jordens overflade.

Som felge af deres gensidige massetiltrakning beveger bide jorden og manen sig i ellipsebaner om
deres faelles brendpunkt, og med den samme omlebstid. Manens pédvirkning af jorden giver derfor
anledning til mindre uregelmaessigheder i jordens bane omkring solen, de sékaldte perturbationer.

Ole Witt-Hansen
Lektor emeritus



