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Forste ordens differentialligninger

1. Trykkets afhangighed af hgjden over jordoverfladen

Vi betragter et kasseformet udsnit af atmosfaeren.

Arealet af endefladerne betegnes 4. Kassen befinder sig i
hgjden y over jordoverfladen.

Kassen har hgjden 4y. Trykket pa overside og underside
betegnes p(v+ 4y) og p(y). Massefylden for luften i hejden
v betegnes p(y).

Vi minder om at kraften pa en flade med areal 4 er F' = pA,
hvor p er trykket pé fladen.

Vi udtrykker nu, at forskellen i kraften pa underside og

overside er lig med tyngden af den luft, der befinder sig i
kassen. Dette fordi luften i kassen er i hvile.

pNA-p(y+A)A=m,g=pOYV,.g=p()AAyg

p(V)A—p(y+Ay)A= p(y)AAyg

4
y.
1 Figrad)
A l plyaey)
§rey
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Divideres med A4y fas:

og erstattes

(1.1)

P(y+Ay)-p(y) _

p(y+Ay)-p(y)

Ay

-p(¥)g

Ay

dy

med d_p far man:
dy

=-p(»)g

For at lose differentialligningen (1.1), mé vi imidlertid kende endnu en sammenhang mellem p(y)

og p(y). Den kan vi imidlertid fa af :

1. Tilstandsligningen for ideale gasser: PV = nRT

.. m
2. Definition af molmasse M: m=nM < n= IE hvor » er antal mol, samt

3. Definition af massefylde: p = % Sm=plV

Indszaettes nemlig de to sidste ligninger i tilstandsligningen finder man:

PV =nRT="LRr =P pr= ,-M p
M M RT

Dette udtryk for massefylden indsettes sé i (1.1), som herefter giver:
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d M,
(1.2) _p:__gp
dy RT

Som bekendt aftager temperaturen ca. med 1°C for hver 200 m, man kommer til vejrs, men vi
antager forst, at temperaturen er konstant op igennem atmosfaren.

Losningen til differentialligningen (1.2) er kendt, sa vi finder:

Mg

(13) p(¥)=pee A

Indszttes verdier for konstanterne: M =29 g/mol, g = 9.82 m/s%, R=8.31 J/(molK) og T =273 K,
finder man:

(1.4) ()= poe ¥

Hvor y skal méles i meter. Dette giver et trykfald pa 1,3% pr. 100 m og 12% pr. 1000 m.

Vi ser dernst pd losningen til differentialligningen, hvis temperaturen antages at aftage lineart
med 1°C, pr. 200 m. Temperaturen ved jordoverfladen sattes til 20 °C = 293 K.
Temperaturen 1 hgjden y er derfor: 7 = T(y) = 293 — y/200. Differentialligningen bliver herefter:

dp _ Mg

dy  R(293— {So)

(1.5)

Denne ligning loses pa sedvanlig vis ved separation og integration:

.[ J. J- - 293RJ-7y med ﬂ_293200

n P 0 293_7 n P

Ligningen integreres til at give:

Mg

In(l-py) = p=p,(1-p)""

(1.6) (7) = 293R,8

Udregnes trykket efter (1.6) giver det kun anledning til afvigelser fra (1.4) pd 0,1 — 0,2 %.

2. Radioaktive henfaldskaeder
Differentialligningen for antallet af radioaktive kerner er kendt fra undervisningen:

(2.1) LAY
dr

Som har lesningen
(2.2) N(t)=N,e™"
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Aktiviteten er defineret som antal senderdelinger pr. sekund

(2.3) A(t) = —“;—]tv = KN(?)

hvor k& som sa&dvanlig betegner henfaldskonstanten (senderdelingskonstanten).
Henfaldskonstanten £ er lig med In2 divideret med halveringstiden 7, , idet

LN, =Ny giver:k = In2

Va

Vi vil nu se pa det tilfzlde, hvor den oprindelige kerne henfalder til en ny kerne, som ogsa er
radioaktiv, noget der er velkendt for henfaldskaderne Uranserien-, Thorium- og Actinium serien.

Betegnes de to kerner med henholdsvis (1) og (2), kan man opstille to differentialligninger.
Den forste for kerne (1), som er identisk med (2.1), mens den anden udtrykker, at kerne (2)
produceres med en hastighed, der er lig med aktiviteten af kerne (1), og senderdeles efter
henfaldsloven.

dN, dN dN,
=—kN, o —2=—""1_kN
’ 14Vp 08 di dr 24Vs

d]\iz = klNl _kzNz

(2.2)
Den sidste differentialligning er af formen:

(2.3) d—yz—kerh(x)
dx

Den loses ved at flytte leddet —k-y over pé venstre side, multiplicere ligningen med & og omskrive
til en enkelt differentialkvotient:

k-x
2.4) Do jyrhx) o L ikt y=hme o ) et
dx dx dx

hvis H(x)= .[ h(x)e**dx , s& har differentialligningen losningen:

(2.5) ye' =H(x)+c < y=H(x)e" +ce™

Konstanten ¢ er som s@dvanlig en integrationskonstant, der er bestemt af begyndelsesbetingelserne.
Erstatter man x med ¢, y med N> og h(x) med N,(t) i (2.3) og foretages de samme omskrivninger
med de nye variable finder man:

dN,
dt

=kN,-k,N, A N, =Ne"' =
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. dN. . ket ko
et o 2 4 ke N, =kNyje e <
t

kyet
d(e dt NZ) — klNOe(kz_kl)'f P

. k k)
"' N,=N,—1—e""" ¢ o
ky, —k
2 1

k _ _
N,=N,(t)=N, L_eht 4 ee k!
2 2() Ok _k

2 1

Konstanten ¢ bestemmes ved: N>(0)=0 => c¢=-N, % . Losningen bliver herefter:

k1 e—kl it No kl e—k2~z

N,(t)= N,
»(1) ok k- k

femg
(2.6)

k - _
N,(t) = N, —L— (e~ _1)ghat
2() Okz—kl( )

Bemark, at N, > 0 for # > 0, uathaengig af om k, >k; eller omvendt. (Tilfeeldet k, = k; , har kun
matematisk interesse, men losningen er N, =k, N te *").

Resultatet er imidletid relativt let at fortolke, idet de forste to faktorer er det antal N; kerner, der er
henfaldet til N, kerner, men som ikke er henfaldet endnu, og den sidste faktor er henfaldsloven for
N, kerner.

Hvis henfaldskaden er leengere en tre kerner, kan det i princippet loses helt pd den samme made,
idet man blot skal erstatte udtrykket for N,;(r) med udtrykket for N,(¢) i differentialligningen for
Ns(7).

Losninger af typen (2.6) kan anvendes til aldersbestemmelse for et radioaktivt stof.

I praksis kender man de to senderdelingskonstanter k; og k, samt forholdet mellem de to kerner
N2/Nj. Dette giver folgende ligning, fra hvilken man 1 princippet kan bestemme den tid, der er
forlebet siden kernerne (1) blev skabt.

Denne slags beregninger har givet de forste trovaerdige beregninger af jordens faktiske alder

K tkamk)t _ 1y ,—kot
(2 7) & B NO k2_k1 (e l)e _ kl (1_ (klsz)t)
' N, N e Tk—k
1 o€ 2 TH

Man ser, at hvis: k; > k;, savil N, N ky
Nl kz _kl

for t — o
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3. Retlinet bevaegelse af en partikel i vaesker og gasser

Néar man analyserer mekaniske systemer, s antager man som regel, at de er gnidningsftie.

Dette er naturligvis kun realistisk i en vis udstreekning, men de diferentialligninger, der beskriver
systemet, kan ofte kun lgses, hvis man ser bort fra gnidning, eller hvis gnidningskraften ikke
athanger af hastigheden andet end lineert.

Vi vil nu beskrive nogle simple eksempler pa bevagelse i1 gasser og vasker, hvor gnidningen
(viskositeten) athaenger af hastigheden.

3.1 kugleformet legeme som synker i en vaeske

Vi skal forst betragte en partikel (karakteristisk en kugle), der synker i en vaeske under pdvirkning
af tyngdekraften.

Hvis partiklens hastighed i vaesken ikke er for stor, er der tale om /aminar stromning.

I dette tilfeelde er gnidningskraften proportional med og modsat rettet hastigheden.

Hvis hastigheden vokser, er der derimod tale om turbulent stromning.

Turbulens kan bedst beskrives ved, at der opstér stremhvirvler 1 vasken eller gassen.

Turbulens er et af de stadig delvis uleste problemer 1 den klassiske fysik. Ingen har kunnet give en
stringent teoretisk forklaring pa, hvorfor og iser hvornér turbulens opstar.

Et teoretisk udtryk for gnidningskraften pd en kugle ved laminar stromning er givet ved Stokes lov.
(3.1) F,, =6mnrv
Hvor r = Radius af kuglen, v = Hastigheden, 7= viskositetskoefficienten af vasken.

I det folgende, vil vi blot for kortheds skyld skrive proportionaliteten mellem gnidningskraft og
hastighed som F,, =« -v. Denne formel gelder uathengig af legemets form, blot der er tale om

laminar stremning. For en bevagelse langs en x-akse gelder der som bekendt:

2
Hastighed: v= ax , acceleration: a = 4 = d’x

% - og Newtons 2. lov: F_ =ma

res

Et legeme, der synker i en vaske, vil vaere pavirket af:
1. Tyngdekraften Fr = mg.

2. Enopdrift F,, =p Vg

(Lig med tyngden af den fortrengte veeskemangde) hvor p, er vaskens massefylde og V' = M er
yo,

rumfanget af legemet med masefylden p.

3. gnidningskraften: F, = av

gn
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Fr—Fop=mg—pVg=pVg—pVg=(p—p)Vg=mg,

hvor m,g er det, som tyngden reduceres til, nir legemet nedsankes i vasken.
Beveagelsesligningen er derfor:

m
(3.2) F,=ma & mﬂ:mvg—av = ﬂ+gv=—vg
dt dt m m

For nemheds skyld sztter vi g, =~ ¢

(04
—f

Ligningen lases helt pd samme méde, som vi gjorde det i (2.4). Vi multiplicerer med e™ og
omskriver.

(3.3) —ze'”'gv —

(3.4) @

myg

Tilfojer vi begyndelsesbetingelsen v(0) = 0, finder man ¢ =—="=, som indsat i losningen giver

(3.5) v="2E ")
a
Det ses, at hastigheden narmer sig asymptotisk til v, =%

Halveringstiden for at opnéd denne hastighed, findes péd saedvanligvis som:

mln?2
= t, = .
a

[
|
b
[
SHN

N =
N —

For de fleste bevaegelser 1 vaesker opnas sluthastigheden meget hurtigt.

Ligningen (3.5) kan naturligvis integreres for at opna straekningen x. Man finder:

(3.6) x=x, + B+ e )
a a
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Hvis legemet har begyndelseshastigheden vy og bevagelsen er modsat rettet tyngden, skal der

myg
PEE

skiftes fortegn pa mg leddet i (3.4) og c=v, +
Vi finder 1 dette tilfaelde losningen:

o o

(3.7) v=vge " +ME (e 1)

a

myg

Vi ser at hastigheden igen naermer sig asymptotisk til v, =—

3.2 Lodret turbulent bevaegelse i vaesker og gasser

En del studieretningsrapporter beskaftiger sig med beveagelse med luftmodstand eller bevagelse i
vasker. I de senere &r har rapporterne vaeret centreret pd optagelse af bevaegelserne med
hgjhastighedskamera, fulgt af analyse af billederne med et computerprogram.

Med den nuvarende matematik- og fysikundervisning i gymnasiet er en teoretisk indgang nok ikke
serlig oplagt, men alligevel er det ikke uinteressant at kunne sammenligne med teori.

Jeg har haft meget svaert ved at finde en teoretisk behandling af emnerne nedenfor, sé jeg kan ikke
henvise til nogen kilder.

Vi skal se pé et legeme, der bevager sig lodret i en vaske
eller luftart. Kun pavirket af tyngdekraften, opdriften og
den gnidningsmodstand, som skyldes viskositet.
For vasker deler bevagelsesligningerne op, eftersom
legemets massefylde er storre end vaeskens (legemet
synker) eller omvendt, sé legemet bevager sig op.
Gnidningsmodstanden er altid rettet modsat hastigheden,
f'ﬁf” mens tyngdekraften altid er nedadrettet.
o Vi anvender folgende udtryk semi-empiriske udtryk for

3 gnidningskraften:

Y
1
3
(w93

(3.8) F,. =+c, pAv’

p er massefylden for vaesken/luften, 4 er tversnitsarealet
for legemet, v er hastigheden og c,, er den sakaldte

(dimensionslose) formfaktor. For nemheds skyld satter vi: = cv’

visc

En omtrentlig veerdi for ¢,, kan findes i en tabel, f.eks. Databogen, hvor man ogsa finder den
kinematiske viskositet v og den dynamiske viskositet 7.

Sammenhangen mellem de to viskositeter, er den, at n=vp.

¢, er angivet for forskellige udformninger af legemet og Reynoldstallet, som er defineret som:

_v-D
1%

(3.9) Re

v (i teelleren) betegner hastigheden og v i n&evneren den kinematiske viskositet. D er den lineazre
udstreekning af legemet.

Det bemarkes, at bevaegelsesligningerne nedenfor godt kan leses, hvis man 1 stedet anvender
Stokes lov for gnidningsmodstanden: F, ,, = 6znrv, men det giver resultater, der for legemer med

toke
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en diameter pa nogle centimeter, og som vejer omk. 100 gram, som ikke er i overensstemmelse med
erfaringen.

Hvis legemet bevager sig op pé grund af opdriften, vil det vaere péavirket af opdriften, samt
tyngdekraften, og gnidningsmodstanden, som begge har samme retning:

(3.10) F,=F+F, +F, < ma=-mg+m,g—cv’

res visc

Hvis legemet derimod synker, gaelder der, at legemet er pavirket af opdriften, samt tyngdekraften og
gnidningsmodstanden, som nu er modsat rettede:

(3.11) F,=F+F, +F, < ma=-mg+m,g+cv’

res visc

m betegner massen af legemet, og m, er den fortrengte veskemaengde, ifolge Arkimedes lov.

3.2.1 Opadgaende bevagelse:

(3.12) _dy_mom <
dt m m
Vi saetter ,u:m”_m
m
dv c 5 dv c
3.13 a=—=Uug ——v & —= 1- v
(3.13) e 7 1g( e )

Ligningen kan loses direkte ved separation af de to variable v og ¢, og lidt regne-regne, men man
kan ogsa gaette losningen ved at bemzrke, at (tanh x)’ = 1 — tanh” x .

Seatter vi nemlig k> = , antager ligningen formen:

pgm

dv 3 )
(3.14) E—ﬂg(l (kv)7)

som ses at have lgsningen:

1
(3.15) V= 7 tanh( ugkt)
eller nar man indsaetter verdien for £:

(3.16) po |8 oy [0 Mg,
C m

tanh nermer sig hurtigt asymptotisk til 1, f.eks. er tanh(1) =0.76 og tanh(2) = 0.96.

Sluthastigheden bliver: y= % = \/7(&—’")&’
c
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hvilket ogsé kan ses direkte, ved 1 (3.13) at satte: % =0 = ug(l-(v)’)=0 < v= %

Taenker vi os f.eks. en badebold med diameter 0,30 m, sa vil vi forsege, at udregne den fart,
hvormed den forlader overfladen, hvis den er holdt under vand. Man kan sl& formfaktoren op i en
tabel, og der finder man, at den for en kugle er ¢,, = 0,2.

For ovenneavnte badebold giver dette veerdien ¢ = 7,07 kg/m.

(3.17) F

visc

Loser vi ligningen: Jwt =2,
m

som svarer til 96% af sluthastigheden, ses, at det drejer sig om brekdele af et sekund, for den er

(m, —m)g
C

Slippes en badebold, der er holdt under vand, vil den efter at have ndet overfladen,
2

hoppe stykket 4 = Ad 0,98 m .
2g

_1 2 _ 2
=zc, pAv: =cv.

opnaet, sd i eksemplerne nedenfor, kan vi anvende sluthastigheden. v = =44m/s.

For en bordtennisbold med radius 2 cm, og massen 3,0 g forleber regningerne saledes:

_v-D_ 40,04

Re = —
v 10-10

=1,610",
som giver formfaktoren:

cw=02. A=m (0,02 m*=1,2610", p=10°kg/m’ . Heraf udregnes:

c=Lc pd=0,1-10°- 1,26 10° kg/m = 0,126 g/m. m, =4m’p=0,0335kg .
27w v 3

Sluthastigheden bliver: v = \/ (m,—m)g _ |0.0305-982 C _ 1samis
c 0,126
2
Med denne sluthastighed skulle bolden altsd kunne hoppe et stykke: /4 = ;— =0,12m
g

3.2.2 Nedadgaende bevaegelse:
Vi ser nu pé et legeme, der synker i vand: Bevagelsesligningen er:

(3.18) F,=F+F, +F, < ma=—-mg+m,g+cv’

res visc

Forskellen fra for er blot, at massen af legemet m > m, (massen af den fortreengte vaeskemangde).
Bevagelsesligninger bliver den samme som for, bortset fra et minustegn:
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(3.19) a:ﬂ:m”_mg—kiv2 :—m_m”g+£v2
dt m m m m

Vi setter p= o, og far da:

(3.20) a:ﬂ:—,ug+£v2 = ﬂz—,ug(l— ¢ v?)
dt m dt Hgm

Ligningen har den samme losning som for (bortset fra et minustegn)

. . c .
Hvis vi som for satter vi: k> =—— , antager ligningen formen;
Hgm

dv__ 3 )
(3.21) I pg(1—(kv)7),

som ses at have lgsningen:

(3.22) v= —%tanh(/yzgkt) <=> v=— (m=—m,)g tanh \/@t
¢ m

Ser vi f.eks. pa en jernkugle med radius 5 cm og massefylde p=7,8 10° kg/m’ , finder man for c:

¢=0,79 (SI-enheder), 1, = prana Viugie = 1,0 10° -4/3(5 107) kg = 0,524 kg, og
M =pjern Viugle = 1.8 10° 4/3(5 107) kg =4,1 kg.
Heraf far man sluthastigheden:

v:—‘/w —6,7m/s=24km/h
C

3.2.3 Lodret bevaegelse i luft

For bevagelse i luft kan man i almindelighed se bort fra opdriften.
De to bevaegelsesligninger bliver:

Bevagelse op: F,=F,+F, < ma=-mg—cv’
(3.23)
Bevagelse ned: F,=F +F, < ma=-mg+cv’

Vi leser forst for bevagelsen op:

_ v ——g—£v2 = ﬁ:_g(pri‘})
dt mg

3.24 =—=
( ) ¢ dt m

Vi satter k= |- og far
mg

12
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dv B )
(3.25) o g(l+(kv)7)

Som fer, kan ligningen loses ved separation af de to variable v og ¢, men det er lettere at bemarke,
at (tan x)’ =I1-+tan’x, og si gette pa en losning af formen v = —atanbr .

4 =—a(l+tan’ br)b
dt

Ved sammenligning med:

dv )
E——g(lﬂk\/) )

ses at
tanbt = kv = v:%tanbt, sd a:—% og folgelig ab=-g = b=gk

Losningen er derfor:

(3.26) v—voz—%tan(kgt) hvor k= |- og c=Lc pd

mg
For kgt <<'1 er tan(kgt) = kgt, og formlen gar overi v =vy— gt, som den burde.

For en bold med r = 0,05 m og masse m =250 g er ¢ = 2,0 10™ kg/m og k = 0,0285 s/m.
Hvis denne bold kastes op med en begyndelseshastighed pa 5,0 m/s, kan vi bestemme tidspunktet,
hvor den vender ved at lose ligningen: v = 0 < tan gkt = kv, , som giver: t = 0,51 s.

Hvis man vil finde, hvor langt den nér op, skal man integrere ligningen ovenfor:

1
(3.27) 5=, :_k

-—In(cos(gkt))
g

Udregner man denne straekning, svarende til en begyndelseshastighed vy = 5,0 m/s, s& er der kun en
forskel pa 2. decimal i forhold til et lodret kast uden luftmodstand.

Vi skal derefter se pa et frit fald med luftmodstand:

F,=F+F, < ma=-mg+ cv? som forer til ligningen:
dv c dv c dv )
—=—g+—v & —=—g(l-—) & —=—g(-(kv

T dt & m dt &( mg ) dt g=()")

: c : . : :
Hvor vi har sat k> = ——. Den sidste ligning har som vist ovenfor lgsningen:
mg

(3.28) y= —%tanh( gkt)
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Sluthastigheden er v = —% =— / mg
c

Indszttes verdierne for ¢ = 8,1 107, svarende til en kugle med » = 0,10 m, og massefylde
1,0 10° kg/m’, far man: vy, =226 m/s.

Streekningen kan bestemmes ved at integrere hastigheden. Man far: s—s, = %ln(cosh( gkt)
&

Sluthastigheden opnas omtrent nar gkt =2, som giver ¢t = 1/gk =46 s.
Dette vil svare til en straekning: s — sy = 5200 m.

Jeg kan ikke std til ansvar for, hvorvidt ovenstdende beregninger passer med virkeligheden. F.eks.
er formfaktoren er kun fastlagt pa nar en faktor 2.

4. Det Skra kast

Som indledning vil vi betragte det skrd kast uden luftmodstand, ogsé for at kunne sammenligne med
kastet, nar der er luftmodstand.

4.1 Skrat kast uden luftmodstand

Vi antager at en partikel affyres med elevationen 6 (vinklen med vandret), og med
begyndelseshastighed vy. De velkendte bevagelsesligninger er:

- = = 0 ~ v, cosd .
4.1) F,.=mg hvor g= og V,= . (Begyndelseshastigheden)
-8

Vv, sin @

Beveagelsen er med konstant acceleration 1 x- y planen, hvorfor der gelder ligningerne.

(4.2) V=dt+v, og  F=iat’+vt+i,
0
Satter vi 7, = (0 finder man ved direkte indsetning i (4.2)
~ (v Vv, cos L (x v,cos0t
(4.3) V= = i g r= = . 1 o2
v, v, sinf — gt v V,sinf t — gt
D _ Vv, siné . .
Stighejden kan bestemmes ved at sette v, =0 < t=———, som indsatiy giver:
g

. 2

(4.4) = (v sin )
2g

Kastevidden (leengden af kastet) kan bestemmes ved at lgse ligningen y = 0:

y=0 <& vysinfr-1g’=0 <

2v,sin @

(=027
g

t=0
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Kastevidden bestemmes da ved at indsa&tte den anden lesning 1 udtrykket for x, som kan reduceres
til: (idet sin 20= 2sinfBcosH)
v, sin26

(4.5) max
g

Det lzengste kast opnés ved sin20 =1 < @ =45, som det er velkendt fra den elementare
fysikundervisning.

Banekurven er i evrigt en parabel, hvilket kan ses, ved at eliminere tiden ¢ fra de to ligninger for x
og y. Man finder:

38
y=xtand-—2=—x’
(v, cos @)

Kurven kaldes som bekendt en kasteparabel.

4.2 Skrat kast med luftmodstand

Ved hastigheder blot over 5,0 m/s er antagelsen om laminar stremning neppe opfyldt, men
bevagelsesligningerne lader sig ikke lose analytisk, hvis der er tale om turbulent stromning.

Ved turbulent stremning er gnidningskraften F, = V' hvor 1< L <2.S4 vi vil forelgbig ngjes med
at lose beveagelsesligningerne for laminar stremning.

For bevagelse 1 gasser, kan man i almindelighed se bort fra opdriften, sa i dette tilfelde er:

—

(4.6) F =a|v| og F, =-av

&n &n

Bevagelsesligningerne bliver da:

N
dv > a?

g——v =
(4.7) dt m
dv, a A a
dt m " & dt & m "’

Disse to differentialligninger har vi imidlertid allerede lest for en retlinet bevagelse i (3.4) og (3.5).

Er begyndelseshastigheden v = (v, cos8,v, sin ), finder man lesningerne:

_a, ‘ 21 mg 2,
(4.8) v,=v,co80-¢” og v, =ysinf-e” ——(l-e")
a

. a ey : : .
Hvis —-¢ <<, altsa hvis gnidningsmodstanden er forsvindende lille, s& kan man benytte
m

tilnermelsen e* =1+ x.

(4.9) v, =vyc0s0-(1-=-1) og v, =vysin@-(1- -1 -2 1-1-Z.1))
m m (04 m

Hvis vi dropper alle led, proportionale med a, finder man de tidligere udledte udtryk for skrat kast
uden gnidning (hvilket altid er betryggende i en teoretisk udledning).
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v,=v,c080 og v, =v,sinf—g-t

For at finde positionen (x,y), skal vi integrere (4.2) med hensyn til tiden.
Velger vi (xg, y9) = (0,0), finder man:

a t

t a t a
x=vocoseje ' dy og y=vosin9Ie ’”tdt—%j(l—e '"t)dt
0 0 0

(4.10) x=vyeos0-(1—e ") og y=vsin@-(l-e ") -TE@-"(1-e )
(04 (04 (04 (04

Igen, hvis £/ << 1, altsa hvis gnidningsmodstanden er forsvindende lille, kan man benytte

tilnermelsen e* ~1+x+4 x>+ 4x> med x= %.. Hvis man dropper alle led, der er proportionale
m

med o, finder man igen de tidligere udledte udtryk for skrét kast uden gnidning
x=v,c080:t og y=v,sin@-t—Yag-t’

Hverken (4.8) eller (4.10) er s@rlig gennemskuelige eller anvendelige til teoretiske beregninger.
Det er muligt at finde stighejden, idet ligningen vy = 0, godt kan lgses, for at bestemme ¢, som sé
kan indsaettes i udtrykket for y.

Man kan imidlertid ikke finde et analytisk udtryk for kastevidden, idet ligningen (4.3) y =0, er en
transcendent ligning. Vi skal senere se pad numerisk lesning af differentialligninger.

Som omtalt kan bevegelsesligningerne for det skré kast ikke loses, hvis luftmodstanden er
proportional med v, men nedenfor er angivet en numerisk losning med vaerdier for a = 0 (ingen
luftmodstand) , o = 0.0001, a = 0.0005, oo = 0.001.

16



Anden ordens differentialligninger 17

5. Deempet harmonisk svingning

En harmonisk svingning er en retliniet beveegelse (langs en x-akse), hvor den resulterende kraft er
proportional med afstanden til ligevaegtsstillingen (x=0) og til stadighed rettet mod
ligevaegtsstillingen. Der gaelder altsa ligningen

dzx_ e o d’x k
=

(5.1) F.=—kx < m
dt dt m

Satter man o = \/E , finder man den fuldstendige losning:
m

(5.2) x=Acos(w-t+@,)

A er amplituden, o kaldes den cykliske frekvens, og @ er begyndelsesfasen.

Svingningstiden er givet ved udtrykket: 7 = = o T= 27z\/% .
1)

I matematik undervisningen skriver man den fuldstendige losning til (5.1) pd en lidt anden made:
X=c,cosmt+c,sinwt
At dette faktisk er den samme legsningsformel, kan indses, idet man anvender additionsformlen

cos(u +Vv) =cosucosv—sinusiny
pa losningen (5.2)

x=Acos(w-t+@,)=Acos(¢,)cos(w-t)— Asin(¢,)sin(w-t)

og s&tter ¢, = Acos(p,) og c, =—Asin(g,),

. c 2 2
som har lgsningerne: tanp =—-2 og A=4/c,” +c¢,

¢

Hvis der er friktion i beveagelsen, skal der tilfgjes endnu et led til differentialligningen (5.1). Vi vil
forst gare den antagelse, at friktionen er proportional med og modsat rettet hastigheden.
Proportionalitetskoefficienten vil athenge af hvilket legeme, der er tale om, og hvilket medium
(veeske, luft) den bevager sig i.

dx

anz-OC'V == anz—aE.

Differentialligningen for bevegelsen bliver herefter:



Anden ordens differentialligninger 18

res gn
d’x dx
5.3 =—a——kx
(53) dt* dt
d*’x adx k
——+—x=0

Det viser sig noget mere besvearligt, at lose differentialligningen (5.3) end (5.1).
For vi gér i1 gang, omskriver vi ligningen for at fa et mere generelt udtryk:

2
dx+b@+c-x=0 hvor b=2 og c=£
m m

5.4
Sl dt* dt

(5.4) er en 2. ordens, lineaer, homogen differentialligning med konstante koefficienter b og c.
Lineeer, fordi alle led, der indeholder x optreeder i 1. potens. Homogen, fordi der ikke er noget led,
som athenger eksplicit af 7.

5.1 Lesning af differentialligningen ved hjzelp af komplekse tal

Ligningen (5.2) kan altid leses, idet lesningen kan reduceres til at finde de komplekse losninger til
en 2. grads ligning. Tilsvarende kan losning af en n-te ordens lineer, homogen differentialligning
med konstante koefficienter, reduceres til at bestemme de komplekse radder i et n'te grads
polynomium.

Selv om komplekse tal ikke er en del af gymnasiets pensum i matematik, vil vi alligevel vise
metoden, fordi den er enkel og effektiv.

For at lgse ligningen (5.4) setter vi x =e”* hvor z er et komplekst tal. Det folger sa:

dx , d*x .
_:Z'GZI Og 2 t
dt

Indseettes dette i (5.4) og bortforkorter man e** far man 2.gradsligningen:
2’ +b-z+c=0

Diskriminanten: d =b”> —4-c. Hvis d > 0 har 2. gradsligningen de to reelle losninger.

b bt —4-c b Nbr—4-c
(55) Z——E+T \V4 Z——E—T

Vender vi tilbage til den oprindelige differentialligning, ses det, at c=k/m > 0, s begge losninger 1
(5.5) er negative. (Hvis d = 0) reduceres det til en lgsning.

Hvis d < 0 har 2. gradsligningen ingen reelle lasninger, men til gengeld de to komplekse losninger:
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b ANd-c—b* b ANd-c—b*

Her er i den komplekse enhed. i°=-1.

I teorien for komplekse funktioner er formlen nedenfor (Eulers ligning) en af de vigtigste formler
(faktisk en af de vigtigste formler i den matematiske analyse overhovedet).
Hvis z=x+1i-y er et kompleks tal, hvor x og y er reelle, geelder der nemlig:

(5.6) e =" =e'e” =e*(cos y+isin y)

Vi er (naturligvis) kun interesseret i den reelle del af losningen til differentialligningen (5.4).
Vi bemerker endvidere, at da vi foretog substitutionen x = e, kunne vi lige s godt have skrevet
x=Ae”™"'” . Hermed fir vi to integrationskonstanter A og ¢,. Setter vi endvidere

V4-c—b’

W= — kan vi skrive losningen til differentialligningen (5.4) pa felgende form

(5.7) x(t) = de 2 cos(w-t +@,)

Man ser, at lasningen er en harmonisk svingning med en amplitude, der aftager eksponentielt med
tiden. Dette kaldes en dempet harmonisk svingning. Indsettes de oprindelige vardier for b og ¢
p=2 0g c=—,
m m
hvor «a er viskositetskoefficienten i ligningen: F,, = -a-v og k er "fjederkonstanten", finder man
udtrykket:

ko’
0= ———
4m
som indsat giver:
_a. 2
(5.8) x(6) = de " cos((| £ —& 1+,
m 4m

Foruds@tningen for denne losning er, at det som star under kvadratrodstegnet er positivt. I modsat
fald, (diskriminanten d ovenfor er negativ), vil der aldrig komme en svingning i gang, men
udsvinget vil nerme sig eksponentielt til ligeveaegtsstillingen.

Man bemerker i ovrigt, at nr o =0, gar lesningen over i det tidligere udtryk for en harmonisk
svingning:

5.2 Traditionel Igsning af differentialligningen

d’x adc k
+——+—x=0

59
(5:9) dt* mdt m

Som tidligere omskriver vi ligningen for at fa et mere generelt udtryk:
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2
dx+b@+c -x=0 , hvor p=% og c:i
dar’ dt m m

Differentialligningen kan dog ogsé leses pa traditionel vis, men metoderne er lidt forskellige.

Den anvendte metode her, er i familie med den, der bruges, nar man lgser 1. ordens
differentialligning.

Man indferer en hjelpefunktion til at omskrive differentialligningen til én, som vi kan lese, nemlig
differentialligningen for den harmoniske svingning :

d’y d’y k d’y
m == < +—y=0 < +o'y=0,
dr? o i m’ 2 4

(5.10)

som har lgsningen:
(5.11) y:Acos(a)t+(p0).

For at opna dette, ser vi pa folgende differentialligning, hvor vi har sat y = xe”" .

Bt
(5.12) %mxe =0

2

Formadlet er, at omforme denne ligning til den oprindelige ligning f + b% +c-x=0 vedet
t

passende valg af konstanterne B og @”. Vi udregner derfor:

d*(xe”") d dx e ry d’x o dx r 2 pi
_— + =—e+— e’ +x
dr’ dt(d xpe) dt pe! 'B pre
d (xeﬂ’) d’x P 2 i
+2 "+xpe
dr’ ar’ 'B 4
Vi tilfojer leddet w’xe”" , og satter resultatet lig med nul.
Bt
(5.13) M+ oxe’ =0 o
dar’
fjf ﬁt+2ﬂ Pty xBre” + w*xe’ =0
Ligningen reduceres ved division med e”"
d2
(5.14) T +24- —+(,8 +0’)=0

Dette sammenlignes da med den oprindelige differentialligning:
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2
d x+b@+c-x-:0

5.15
(5.15) dt* dt

Man ser at de to differentialligninger er identiske, hvis og kun hvis:

2 2
ﬁzézi og p+o=c & =l o gk

2 2m 4 m  4m
Vi kan imidlertid lese (5.13) direkte. Hvis vi nemlig s®tter y = x-e”* , er differentialligningen af
formen:

d’y 2 d’y 2
5.16 +0'y=0 < =-w

©-16) ar’ Y dt’ 4

Differentialligningen (5.16) losningen: y = Acos(wt+ ¢, ), sd vi finder

(5.17) y=x-e’" = Acos(ot+¢,) < x=A4-e" cos(at+p,)
2
Tilbageforer vi nu fra oprindelige differentialligning, hvor f = 2 and 0 =L - s
2m m 4m
. ko
(5.18) x(t)=Ae *" cos(;|———5 t+@,).
m 4m

Vi finder altsa den samme lgsning, som vi fandt ved hjaelp af komplekse tal, med en eksponentielt
aftagende amplitude

Nedenfor er vist en grafen for en numerisk losning af differentialligningen

d’x adx k
—+——+—x=0
dt© mdt m

For den eksponentielt dempede harmoniske svingning, og hvor den eksponentielle
indhyldningskurve ogsé er tegnet.
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Dampede harmoniske svingninger findes overalt i naturen, og udtrykket (5.14) genfinder man
derfor ofte til beskrivelse af sddanne svingninger.

6. Tvungen harmonisk svingning uden dampning

Vi betragter en tvungen svingning uden dempning, hvor massen m foruden “’fjederkraften”, (som
opfylder Hookes lov), er pavirket af en ydre tidsathaengig kraft.

Resultaterne kan direkte overfores til en elektrisk svingningskreds men en spole og en kapacitor,
som er palagt en vekselspending.

F, =—k-x+F

ydre g

2
(6.1) m ‘;j‘ =+ F, () <

+£x: Fydre(t)
m

m

d*x
dr*

Fydre (t) :Ee,‘w
m m

Vi vil antage, at den ydre kraft varierer harmonisk.

22
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Losningen til differentialligningen ovenfor er (som bekendt) en partikuler losning til den
inhomogene ligning plus den fuldstendige losning til den homogene ligning:

(6.2)

som har lgsningen:

x =Acos(wpt + @), hvor @, =, /ﬁ
m
Da differentialligningen

d’x k ; d’x ;
+—x:£e””’ S —+a)02x:ﬁe”‘”

dt* m m dt* m

it

er af 2. orden med konstante koefficienter, kan vi bestemme en partikuleer losning som: x = Ae
(hvor o er den pétrykte frekvens), som indsat giver:

(6.3) — 0’ 4e"™ +w," 4e'™ =ﬁe"m,
m

som leses med hensyn til 4 til at give:

Den fuldstendige losning til differentialligningen, kan herefter skrives, som den partikulare losning
plus den fuldstendige losning til den homogene ligning

Jo

(6.4) x = A, cos(wyt + ) + #cos(a)t)
0

Skriver vi dette som: x = 4-cos(wgt+¢)+ B-cos(wt), kan vi 1 tilfeldet, hvor 4 = B anvende den forste
af de logaritmiske formler for addition af to cos-funktioner:

u+v u-—v u+v u-—-v

cosu +cosv =2cos cos 0g Ccosu —cosv =-2sin sin

(6.5) x:2Acos(a)°;a)t+1/qu)cos(a)°2_wt+‘/2(0)
Systemet vil altsd udfere svingninger med frekvensen QT og med en “amplitude”
2Acos( I Y2¢) , der athaenger af tiden, skiftende mellem vardierne -24 og 24.

Fenomenet kaldes for ’svavninger”, som is@r er kendt for lydbelger.
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I almindelighed er de to amplituder 4 og B, naturligvis ikke lig med hinanden, men det @&ndrer kun
lidt pa resultatet, idet man for to tal 4 og B, altid kan bestemme tal C og D, saledes, at 4 = C+D og
B=C-D,oglese for CogD:

A+ B og D= A ; B

C=

Séa lgsningen (6.4) kan skrives
A-cos(wopt+p)+ B-cos(wt)=(C+D)cos (wot+¢p)+ (C-D) cos(wt)=
C-cos (wpt+@)+ C-cos(wt)+ D-cos (wot+¢)- D-cos(wt)

Herefter kan lgsningen omskrives til:

(6.6) x=2Ccos( a)t+1/2(0)COS(a)02_a)t+1/2(0)—2DSil’l( wt+‘/zgo)sin(a)°2_a)t+1/qu)

@, + @, +

2 2
Resultatet er séledes to svavninger, med samme frekvens, men, hvor “amplituden” er 5 ude af
fase. Dette vanskeligger en eksperimentel bestemmelse af frekvensen i svavningerne.

En dempet harmonisk svingning kan i princippet behandles pd helt ssmme méde, men det er
mindre interessant, da dempningsleddet vil forsvinde efter en vis tid (athaengig af dempningen), og
man derfor ikke efter et stykke tid, vil observere de svavningsfaenomener, der er beskrevet ovenfor.



Numerisk losning af differentialligninger 25

7. Differentialligninger, der ikke kan lgses analytisk

Det er faktisk de ferreste differentialligninger (problemer) 1 fysikken, der har en analytisk lesning.
Analytisk lesning betyder, at man kan finde matematiske funktioner, der beskriver systemets
position og hastighed til ethvert tidspunkt.

Den matematiske disciplin, der beskeftiger sig med numeriske losninger til problemer, kaldes for
numerisk analyse. Det er teoretisk set et omfattende omrade, og i modsatning til, hvad man maske
umiddelbart skulle tro, sé er teorien udviklet lang tid for fremkomsten af computere.

Man kan ikke overvurdere betydningen af analytiske lasninger til fysiske problemer. Alternativet er
numeriske losninger, som groft set kan karakteriseres ved at man regner med smé med endelige

tilvaekster Ax, At 1 stedet for med infinitesimale storrelser dx, dt, differenskvotienter % 1 stedet for

differentialkvotienter % og summer y r(;)-A; 1 stedet for integraler [r@)dr .

Kort sagt, man har ikke lngere hele differential- og integralregningen til radighed.

For eksempel har beregning af kastevidden ved et skrat kast overordentlig stor betydning for
traditionelt artilleri. Der findes imidlertid ikke analytiske lgsninger, fordi mundingshastigheden er
s stor, at gnidningskraften ikke langere er proportional med farten v, men med v, hvor 1 <o <2.
Artillerister er derfor henvist til interpolation 1 meget omfattende tabeller, der athaenger af
elevationen, kanonens kaliber, projektilets udformning mv.

Disse tabeller er ofte lavet pa grundlag af hundrede af forseg. I dette tilfaelde er det let at forsta
fordelen ved i stedet at have et analytisk funktionsudtryk.

7.1 Taylors formel

Vi vil 1 ferste omgang kun se pd numerisk losning af 1. ordens differentialligninger.

For at kunne vurdere nejagtigheden af formlerne (og det er naturligvis vigtigt) er det nedvendigt at

kende Taylors Formel. Denne formel kan formuleres pa flere mader, hvor vi kun giver den version,
der anvendes til approksimation af en funktion omkring et punkt x,.

Har vi givet en reel funktion y = f(x), x er et fast punkt og hvis 4 betegner en lille til vakst til x,, s&
gelder der under ret generelle forudsetninger:

1 " 3) (n) h (n+1)
f(xo)h+f (xO)h2+f (XO)h3+...+f (xo)hr1+jf (xo+t)tndt
I 2 3 n! T

(7.1) S(xg+h)=f(x,)+

Det sidste led (restleddet) ses, at vaere proportionalt med 4", vi skriver dette som O(%")h, hvor
symbolet O(h") lases som "af orden /4" ". Undlader man restleddet far man en approksimation til
flxoth). Alt efter, hvor mange led man medtager far man en O'te, 1., 2., ordens approksimation.

[ (o +h)= f(x))+O(h")h
S xg +h) = f(x,)

(7.2) S (g + 1) = f(x0) + 1 (%) + O(h)h
S g +h) = f(x0)+ f(x0)h

(7.3) Sy +h) = f(x)+ 1)+ 5 [ (% )h* + O )
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S+ = f(x)+ ' (x)h+ 3 " (x)h

(7.4) S +h) = [5) + 1+ 3 " (x)h” +¢ 9 (xp ) + O(h* )
S+ )= [(x5)+ [+ " (e ) + ¢ f O (x )

7.2 Numerisk lgsning af 1. ordens differentialligninger
Skal vi nu lgse en differentialligning af 1. orden Z—y = f"'(x) = g(x,»), hvor vi kender en
X

begyndelsesvaerdi (x,,),), sd kan det gares ved at anvende (6.1), idet
S +h) = f(xo)+ ['(xo)h = yo + 8(xq, ¥
(1, y1) = (xo+h, fixo+h)) = (xoth, fixo)* [ (x0)h) =(x1, yotg(xo, y0))

(X2, ¥2) = (x1+h, flxith)) = (xith, flx) 4 (x)h) =(xith, yitglx, yi) h)

Metoden kaldes for numerisk integration, og nar man anvender (6.1) kaldes det ofte for Euler
integration.

Euler integration anvendes stort set aldrig i praksis, fordi fejlene akkumulerer, hvis fortegnet for
f"'(x) er konstant.

For at opna en bedre tilnermelse til f'(x) end (6.1) kan man anvende folgende:

fC+5)=fx =)
h

(7.5) JACHE & fxo+2)=f(x =)+ ['(x,)h

Hvis man rekkeudvikler begge led 1 f(x, + g) —f(x,— %) ved hjelp af Taylors formel finder man:

St = £ =)= Fx)+ G 17 00) = (f )+ £ )=+ L ) 5y + Oy

(7.6) F+5)= f(xg = 2) = f'(x)h+ O(h* )

Som man kan se, er denne formel korrekt til orden 1 n , 1 modsatning til 2.ordens formlen. Hvis

h= %, s er korrektionsleddet (fejlen) af storrelsesorden 4’ = ! stedet for Euler integrationen,

~ 1000

hvor korrektionsleddet (fejlen) er af storrelsesorden h” = ﬁ . Det sidste er bestemt ikke

uvasentligt for korrekte beregninger. Losningen af 1. ordens differentialligninger foregdr nasten pa
samme made, som for. Man regner iterativt (skridtvis) frem i enheder af /4, idet

(7.7) S +5) = f (g =)+ /(x5 )= f (= 3) + (X0, ¥y )
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Den eneste forskel er, at man bliver nedt til at kende funktionsverdien i to punkter med afstanden
5h, for at starte iterationen. Dette gores imidlertid ved en eller flere Euler skridt.

Formlen (7.7) kan anvendes 1 en del tilfzlde, men den har ogsa nogle uheldige egenskaber, isar
hvis den anvendes til at lese 2. ordens differentialligninger.

Til lesning af praktiske problemer anvendes stort set altid Runge-Kutta's metode, der er betydelig
mere kompliceret end (6.7), men hvor korrektionsleddet (fejlen) er af sterrelsesorden A”.

De losninger, af 1. og 2. ordens differentialligninger, der er lavet med Mathemat-programmet, og
Satellitbevegelse - programmet er alle lavet med Runge-Kutta's metode.

Som omtalt findes der ikke analytiske lasninger til selv relativt ukomplicerede problemer i fysikken.
To legeme problemet, f.eks. manens bevagelse omkring jorden eller en planets bevagelse omkring
solen, kan faktisk lgses analytisk, hvor lgsningskurven er et keglesnit (ellipse, parabel eller
hyperbel), mens 3. legeme problemet ikke har nogen eksakt analytisk losning. Nér man skal
beregne energiniveauerne i et atom, er det altid brintatomet, man behandler, idet det (ogsa i
kvantemekanikken) er det eneste, der kan lases eksakt.

Faktisk var astronomerne nogle af dem, der mest energisk arbejdede pa udviklingen af computere,
fordi de enskede at kunne beregne himmellegemernes baner mere korrekt.
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